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Vorwort

Der Ito-Kalkil ist ein Differentialkalkiil fiir (gewisse) stochastische Prozesse.
Er bildet zusammen mit Martingalen den mathematischen Kern der soge-
nannten stochastischen Analysis. In dieser Disziplin sind Wahrscheinlichkeits-
theorie und Analysis eng verzahnt, und sie besitzt viele Anwendungen in
den Naturwissenschaften, in Technik und Okonomie. Ihre Anwendungsge-
biete expandieren standig, sodass neben Stochastikern auch zunehmend ma-
thematisch arbeitende ,Nicht-Stochastiker“ (Mathematiker wie Anwender)
dieses Werkzeug einsetzen. Ein gewisses Problem besteht darin, dass stochas-
tische Analysis essenziell auf Maf$- und Wahrscheinlichkeitstheorie aufbaut,
und dass diese Grundlage vielen Nicht-Stochastikern nur wenig vertraut ist.
Ein mathematisch nachvollziehbarer Aufbau wird dadurch erschwert. Den-
noch ist ein solcher Aufbau Voraussetzung fiir einen sicheren Umgang mit
der stochastischen Analysis: Gerade in dieser Disziplin fiihren heuristische
Argumente leicht zu falschen Schliissen, und so manches korrekte Resultat
ist intuitiv nur schwer nachvollziehbar. Daher kann auf eine mathematisch
saubere Fundierung kaum verzichtet werden.

Moderne Lehrbiicher iiber (allgemeine) stochastische Integrale wéhlen
ausnahmeslos einen Zugang tiber Semimartingale, was letztlich durch ein sehr
allgemeines stochastisches Integral belohnt wird. Dieser Weg besitzt jedoch
zwei Nachteile: Erstens ist er aufgrund der benotigten Vorbereitungen (iiber
Semimartingale) fiir Anwender fast nicht gehbar, und auch fir Mathemati-
ker ist er lang und steinig (auch wenn gelegentlich anderes behauptet wird).
Zweitens basiert der grofite Teil aller Anwendungen auf dem Ito-Integral der
Brownschen Bewegung, und dieses lasst sich schon mit viel weniger Voraus-
setzungen weitgehend vollsténdig darstellen. Der vorliegende Text umgeht
diese beiden Nachteile. Er besteht aus zwei etwa gleich grolen Hauptteilen
(entsprechend zwei zweistiindigen Vorlesungen) und wird durch Anwendungs-
kapitel ergénzt. Im ersten Teil, Kapitel 2, 4 und 5, wird mit ,minimalen“
mathematischen Voraussetzungen der Ito-Kalkiil entwickelt. Mit minima-
len Voraussetzungen ist Folgendes gemeint: Erstens ist dafiir bereits eine



VI Vorwort

Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie ausreichend, vorausgesetzt es
werden dabei die Grundbegriffe der Maf}- und Integrationstheorie mit behan-
delt. (Kapitel 1 gibt einen vollstandigen Uberblick der benétigten Voraus-
setzungen.) Zweitens wird der It6-Kalkil vollig ohne Martingale entwickelt,
sodass deutlich weniger stochastisches Instrumentarium als iiblich benoétigt
wird. Und drittens werden Ergénzungen tiber Maf- und Wahrscheinlichkeits-
theorie nur nach Bedarf entwickelt, dort wo sie erstmals bendtigt werden. All
dies gestattet einen schnelleren Zugang zum It6-Kalkiil als die auf Martinga-
len basierenden Darstellungen. Um die Eigenschaften des [to-Integrals ziigig
zu entwickeln wurde vieles weggelassen, was dafiir nicht zweckdienlich ist
(z.B. Stratonovich-Integrale). Der erste Teil des Buches schlieit ab mit dem
Itoschen Differentialkalkiil. Er ist fiir vieles eine ausreichende Grundlage, z.B.
fiir wesentliche Aspekte stochastischer Differentialgleichungen. Letztere wer-
den in den Anwendungskapiteln 3 und 6 dargestellt.

Der zweite Hauptteil des Buches, Kapitel 7 bis 10, behandelt den Zusam-
menhang zwischen Ito-Integralen und stetigen Martingalen. Nur das absolut
Notwendige wird iiber Martingale bewiesen; die Theorie stetiger Semimartin-
gale wird (bis auf Anmerkungen) ausgeklammert. Dies ist zwar bedauerlich,
aber Tatsache ist, dass an weiterfihrender Literatur zu diesem Themenkreis
(im Gegensatz zu einfithrenden Texten) kein Mangel besteht. Auflerdem ge-
stattet die Beschrankung auf Martingale in vielen Fallen eine vereinfachte Be-
weisfiihrung, ohne dass darunter die Essenz der Resultate wesentlich leidet.
Dies gilt z.B. fiir die Lévysche Martingalcharakterisierung der Brownschen
Bewegung, welche im vorliegenden Text eine noch zentralere Rolle spielt als
sonst. Ito-Integrale lassen sich nicht nur auf Martingale anwenden (z.B. in
Form des Integraldarstellungssatzes fiir Martingale), sondern umgekehrt lie-
fern auch Martingalargumente weitergehende Aussagen tiber Ito-Integrale.
Martingale sind damit nicht nur wegen ihrer Anwendungsrelevanz von Inter-
esse (wie in Kapitel 11 — Optionspreise — dargestellt), sondern sie sind auch
fiir den Beweis von tiefer liegenden Eigenschaften des Ito-Integrals geradezu
unentbehrlich.

Die vorliegende Einfithrung ist, basierend auf Kapitel 1, weitgehend selbst-
konsistent. Sie wendet sich an Studierende der Mathematik und an mathe-
matisch orientierte Anwender, die an einem direkten Zugang zum Ito-Kalkiil
interessiert sind, ohne dabei auf vollstindige Beweise verzichten zu wollen.
Obwohl auf Ausfiihrlichkeit Wert gelegt wird sind ein paar Beweise doch et-
was schwieriger, vor allem im zweiten Teil des Textes. Beim ersten Lesen
konnen diese zuriickgestellt werden; dies gilt auch fiir Sétze mit *, welche
im Haupttext nicht weiter ben6tigt werden. Vereinzelt sind Ubungsaufgaben
in den Text gestreut, die nummerierten Aufgaben werden im Anhang geldst.
Dem Anfang jedes Kapitels ist eine kurze Orientierung vorangestellt.

Mannheim, im Mai 2005 Thomas Deck
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1

Mathematische Voraussetzungen

In diesem Kapitel werden die benotigten Voraussetzungen iiber Mafe, Inte-
grale und Wahrscheinlichkeiten zusammengestellt. Es dient zur allgemeinen
Orientierung, zur Festlegung von Notationen, und als Referenz fiir spatere
Kapitel. Satze werden hier keine bewiesen. Ihre Relevanz fiir das Folgende
wird aber diskutiert und an einige Konstruktionen, auf die spéater Bezug ge-
nommen wird, wird erinnert. Diese Zusammenstellung eignet sich sicherlich
nicht als Einfiihrung in die mathematischen Grundlagen; hierzu findet man
etwa in [BN] in kurzer und vollstdndiger Form alles Benotigte. Ausfiihrlichere
Standardwerke iiber Mafi- und Integrationstheorie sind [Bal,El]; fiir Wahr-
schenlichkeitstheorie sei auf [Ba2] verwiesen. Am Ende dieses Kapitels wird
kurz auf sonstige mathematische Voraussetzungen eingegangen.

1.1 Voraussetzungen iiber Maf3- und Integrationstheorie

In der Mafitheorie geht es zunéchst darum ein “Mafi“ p(A) fiir mdglichst viele
Teilmengen A einer Grundmenge {2 festzulegen. Ein Grundproblem ist, dass
p(A) i.A. nicht fiir alle A C Q definierbar ist, wenn u gewisse Mindestbedin-
gungen erfiillen soll (etwa die Translationsinvarianz von p fiir Q = R3). Es
hat sich aber gezeigt, dass es einen Typ von Mengensystemen F iiber (2 gibt
(d.h. eine Menge F von Teilmengen A C ), fiir welchen die Festlegung eines
MafBbegriffs mit hinreichend allgemeinen Grundeigenschaften moglich ist:

Definition. Eine o-Algebra F tber einer (nichtleeren) Menge Q ist ein Sy-
stem von Teilmengen A C  mit folgenden Eigenschaften:

(S1) Qe F.
(S2) Ae F= A° e F (A° bezeichnet das Komplement von A).
(S3) A, € Ffirallen € N= U,enA4, € F.

Ist H ein Teilsystem von F, also H C F, welches ebenfalls eine o-Algebra
iber  ist heiit Unter-o-Algebra von F.
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Bemerkungen. 1. Das Paar (Q, F) stellt die Grundlage zur Definition von
Mafen dar und wird als Messraum oder auch als messbarer Raum bezeichnet.
2. Aus (S1) und (S2) folgt @ € F. Das Mengensystem {Q, #} ist die kleinste o-
Algebra tiber 2, das System aller Teilmengen von 2 (die Potenzmenge P(2))
ist die grofite o-Algebra tiber © . 3. Aus (S2) und (S3) folgt, dass mit A,, € F
auch Npen A, € F gilt. Abzdhlbare Mengenoperationen fithren also nicht aus
einer o-Algebra heraus. Dies ist fiir Grenzwerteigenschaften wichtig.

Der Umgang mit o-Algebren ist meistens nicht besonders schwierig. Dies soll
anhand einiger Grundbegriffe nun kurz diskutiert werden:

1. Ist ein beliebiges Mengensystem A {iber {2 gegeben, so gibt es eine kleinste
o-Algebra, genannt die von A erzeugte o-Algebra o(A), welche A enthélt.
Per Definition heifit dies, dass jede weitere o-Algebra F welche A enthalt
auch o(A) enthilt. o(A) besteht aus genau denjenigen A C Q welche in
jeder o-Algebra F O A enthalten sind.

2. Ist umgekehrt eine o-Algebra F iiber € gegeben, so nennt man ein Teilsy-
stem & C F einen Erzeuger von F, wenn (&) = F gilt.

3. Die Mengen einer o-Algebra sind (bis auf wenige Ausnahmen) fast nie
explizit bekannt. Diese “technische Schwierigkeit* ist aber beherrschbar,
denn meist geniigt es Eigenschaften nur fiir einen Erzeuger £ von F nach-
zuweisen. € ist im Gegensatz zu o(€) hiufig explizit bekannt.

4. Ist F eine o-Algebra iiber €2, so definiert
FNQy:= {A090|A€.7:}
eine o-Algebra liber Qg C , die sogenannte Spur-c-Algebra.

Definition. Es seien (Q,F) und (Q,F’) zwei Messrdume. Eine Abbildung
T:Q — Q heifit F — F'-messbar (oder kurz: T : (0, F) — (2, F’) heifit
messbar), wenn fiir das Urbild jeder Menge A’ € F' gilt:

THA) ={weQ|T(w)c A}y F.

Eine Abbildung T ist bereits dann messbar, wenn fiir einen beliebigen Erzeu-
ger & C F' die Inklusion T~ (£’) C F gilt. Die Regel (T 0Ty) ™! = Ty, 'oTy
zeigt, dass Kompositionen messbarer Abbildungen messbar sind. Besonders
wichtig sind messbare, reelle Funktionen f : £ — R. Auf R wé&hlt man
standardméfig die Borelsche o-Algebra B(IR). Diese wird erzeugt durch alle
Intervalle [a,b) C R. Es ist nicht schwierig zu zeigen, dass B(R) auch durch
das System aller offenen Mengen in R erzeugt wird. Ist klar welche o-Algebra
F auf Q vorliegt, so nennt man eine F — B(IR)-messbare Funktion f einfach
messbar. Es gelten folgende Stabilitdtseigenschaften:

— Ist @« € R und sind f und g messbare Funktionen, so sind auch f + ag,
f-g, fAg:=min{f, g} und fV g := max{f, g} messbar.

— Ist fr, :  — R eine (punktweise) konvergente Folge messbarer Funktionen
so ist die punktweise definierte Grenzfunktion messbar.
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Fir MafB-Integrale werden sogenannte numerische Funktionen f benotigt,
d.h. F—B(IR)-messbare Abbildungen f : Q2 — R := RU{—00, co}. Dabei wird
die o-Algebra B(R) erzeugt durch B(IR) und durch die Mengen {—oco} und
{oo}. Per Spurbildung sind damit auch alle o-Algebren von Teilmengen I C R
festgelegt, etwa B([0, 0o]) := B(R) N[0, 0o]. Nach diesen mengentheoretischen
Vorbereitungen kommen wir nun zum Begriff des Mafles:

Definition. Sei (2, F) ein Messraum. Eine Abbildung p : F — [0, o] heifit
Mafl auf F, wenn folgende beiden Eigenschaften erfiillt sind:

(M1) u(0) = 0.
(M2) p ist o-additiv, d.h. fur disjunkte Mengen A;, As, ... in F gilt:

,u( U An) = Z,u(An)- (1.1)
n=1 n=1

w heifit endliches Maf falls u(Q) < oo, bzw. Wahrscheinlichkeitsmafl (kurz
W-Maf}), wenn p(Q2) = 1. Ein N € F mit u(N) = 0 heilt (u-) Nullmenge,
(Q, F, 1) heiit Mafraum. Ist klar welche o-Algebra F auf Q gegeben ist, so
spricht man auch kurz von einem Maf§ auf §2.

Beispiel. Sei (2, F) ein Messraum und wq € 2. Dann definiert,

(4) = 1 fallswy € A
Fol TN 0 falls wo € A,

ein W-MaSf ¢, auf F, das Einpunkt- bzw. Dirac-Maf in wy.

Bemerkungen. 1. Dieses Beispiel zeigt, dass auf jeder o-Algebra Mafle exi-
stieren. Trotz ihres trivialen Charakters spielen Dirac-Mafe ¢,,, in der Wahr-
scheinlichkeitstheorie (kurz W-Theorie) eine wichtige Rolle. 2. Aus (M1) und
(M2) folgt leicht, dass fir B, € F mit B, C Bpt1 und B := UpenB, —
kurz: B,, 1 B — die Konvergenz pu(B,,) — u(B) gilt. [Ist p ein endliches Maf,
B, D Byy1 und B := Npen By, — kurz B, | B — so gilt dies ebenfalls.] Weiter
ist u o-subadditiv, d.h. fir eine beliebige Folge Ay, As,... in F ist in (1.1)
“ =7 durch “ <7 zu ersetzen. Insbesondere sind abzdhlbare Vereinigungen
von Nullmengen wieder Nullmengen, und u isoton, d.h. fiir A, B € F gilt:

ACB = p(4) < u(B).

3. Allgemein nennt man eine Funktion p von einem Mengensystem R nach
[0, 0] o-additiv , wenn sie folgende Eigenschaft hat: Ist (A4, )nen eine Folge
disjunkter Mengen in R fiir die auch U,enA, € R ist, so gilt (1.1). 4. Jedes
Maf p auf F ldsst sich durch eine messbare Abbildung T': (Q, F) — (', F')
nach F'  verpflanzen, indem man das Bildmaf Tip (auch induziertes Maf
genannt) auf 7’ durch T,u(A’) := p(T~1(A’)) definiert. Man schreibt auch
Tip = po T~ ! wobei man die Zuordnung A’ — T~!(A’) als Abbildung
T-1:P(Q) — P(Q) zwischen Potenzmengen auffasst.
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Das bereits oben angedeutete Problem der Konstruktion von Mafen u auf
einer og-Algebra tiber 2 lisst sich allgemein in zwei Schritten l6sen, und basiert
auf dem Begriff des Rings: Ein Mengensystem R C P(Q2) heifit Ring uber €,
wenn mit A, B € R auch AUB € R und A\B € R gelten.

Im ersten Schritt legt man p auf einem System H C P(S2) fest, welches
ein Halbring ist, d.h. mit A, B € H ist auch AN B € H, und A\B lasst sich
darstellen als endliche disjunkte Vereinigung von Mengen aus H. Nun lasst
sich p leicht auf den von H erzeugten Ring R D 'H fortsetzen, denn dieser be-
steht aus allen endlichen Vereinigungen Up_; Ay disjunkter Mengen A, € H,
sodass eine eindeutige Fortsetzung durch p(Uy_; Ax) = Y p_; w(Ag) definiert
wird. Ist p auf H sogar o-additiv (dieser Nachweis ist der schwierigste Teil
bei der Konstruktion konkreter Beispiele), so ist u auf R auch o-additiv.

Der zweite Schritt der Mafifortsetzung wird allgemein fiir Ringe geldst:

Satz 1.1 (Fortsetzungssatz). Sei R ein Ring tber  und p : R — [0, 00]
eine o-additive Funktion mit p(0) = 0. Dann existiert ein Maf8 fi auf o(R)
welches p fortsetzt, d.h. welches auf R mit p tibereinstimmit:

a(A) = p(4), fiir alle A € R.

Bemerkungen. 1. Abgesehen von der Ringstruktur von R sind die Voraus-
setzungen an p im Fortsetzungssatzes unverzichtbar, in Anbetracht der bei-
den Eigenschaften (M1) und (M2), welche jedes Maf} per Definition erfiillen
muss. 2. Satz 1.1 lasst sich mit Hilfe der Carathéodory-Konstruktion be-
weisen. Da ein Aspekt diese Konstruktion fiir spatere Kapitel relevant ist,
sei diese hier kurz erlautert: Zunéchst definiert man folgende Abbildung
w* o P(Q) — [0, 00]:

P (A) = inf{>  u(A,)| Unen 4n D A, A, € R Vn € N}
n=1

Die entscheidende Beobachtung von Carathéodory ist nun, dass
F={AcCQ|u"(B)=p"(ANB)+ u*(A°N B), VB C Q}

eine o-Algebra F D o(R) ist, und dass p*|# ein MaB ist mit u*|g = u. Das

Fortsetzungsproblem wird daher durch die Festlegung fi := p*|5(r) geldst.

Man beachte, dass Satz 1.1 keine Eindeutigkeitsaussage iber ji macht. Hierfiir
wird ein weiterer Begriff bendtigt: Ein Mengensystem &£ heifit N-stabil, wenn
mit Fy, Es € £ auch 1 N Es € &€ gilt.

Satz 1.2 (Eindeutigkeitssatz). Sei (Q,F) ein Messraum, £ ein N-stabiler
Erzeuger von F, und p1, ps Mafle auf F. Es gelte

(E1) wi(E) = pa(E), fir alle E € £.

(E2) 3 Folge (Ep)nen in € mit p1(Ey) < 0o und UpenE, = Q.

Dann stimmen die beiden Mafe auf ganz F iberein, also py = po.



1.1 Voraussetzungen iiber Maf- und Integrationstheorie )

Bemerkungen. 1. Ist p in Satz 1.1 o-endlich, d.h. gibt es geeignete A4, € R
mit u(A,) < oo und Upen4, = , so ist die Fortsetzung /i eindeutig: Ist
nédmlich i eine zweite Fortsetzung, so gilt fi(4,) = p(A,) = i(A,) < o©
fir alle n € N, d.h. nach Satz 1.2 (mit £ := R) muss i = i gelten. 2. Bei
der Konstruktion von W-Maflen gilt hiufig Q2 € R. In diesem Fall nennt
man R eine (Mengen-) Algebra. Da ein W-Maf p die Eigenschaft p(Q) =1
hat, so zeigt die Wahl A,, = 2, dass u o-endlich ist, sodass die Fortsetzung i
wieder eindeutig bestimmt ist. 3. Die Beweise der Satze 1.1 und 1.2 sind nicht
einfach, vgl. [Ba2], aber sie sind relativ leicht anwendbar. Die Anwendungen
von Satz 1.2 sind oft fast trivial, wahrend der Nachweis der o-Additivitdt in
Satz 1.1 das Hauptproblem bei konkreten Mafl-Konstruktionen ist.

Beispiele.

1. (Lebesgue-Maf A auf R.) Man konstruiert A wie folgt: Zuerst definiert
man A auf dem Halbring H := {[a,b) C R|a < b und a,b € R} durch die
Festlegung A([a,b)) := b — a. Es ist richtig (aber keineswegs trivial) dass
A auf H o-additiv ist, d.h. X ist auch auf dem von H erzeugten Ring R
o-additiv. Nach Satz 1.1 existiert eine Fortsetzung A auf o(R) = B(R).
Wegen A([—n,n)) = 2n < oo und Upen[—n,n) = R ist A o-endlich und
durch H eindeutig bestimmt. A (kurz A) heiBt Lebesgue-Maf auf R.

2. (Produktmafe.) Sind (1, F1, p1), (Q2, Fa, pt2) o-endliche Mafirdume so
lasst sich hieraus der Produktraum (1 X Qo, F1 ® Fao, 1 @ p2) wie folgt
konstruieren: Man definiert die Produkt-o-Algebra durch

F1® F IZU(A1XA2|A1€f1,A2€f2),

und legt das Produktmafl auf H := {A; x As| A1 € Fy, As € Fo} (einem
Halbring, wie man leicht verifiziert) wie folgt fest:

1 ® po(Ar X Ag) i= p1(Ar)pz(Az). (1.2)

Dabei wird die in der Mafitheorie iibliche Konvention 0 - co = 0 zugrunde
gelegt. Mit Satz 1.1 erhélt man eine Fortsetzung auf o(H) = F1 @ Fa. Aus
Satz 1.2 folgt deren Eindeutigkeit durch die Werte (1.2).

Nun zur Definition des MaB-Integrals | f du. Dieses Integral soll durch einen
Grenzilibergang von Summen der Form _ ayu(Ay) definiert werden, wobei
f auf Ap C Q ndherungsweise den Wert oy hat. Damit eine solche Summe
wohldefiniert ist muss Ay € F gelten, und Terme p(Ay) = oo diirfen nicht mit
unterschiedlichen Vorzeichen linear kombiniert werden. Dies gilt jedenfalls
dann, wenn alle Koeffizienten a; > 0 sind:

Definition. Sei (Q, F) ein Messraum. Eine Funktion f : Q@ — [0, 00) heifit
Elementarfunktion, kurz f € E(Q), F), wenn es aq,...,a, € [0,00) gibt mit

f=Y arla,. (1.3)
k=1
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Dabei bilden die Ay € F eine disjunkte Zerlegung von Q (d.h. Ay N A; =0
fir £ # 1, und UP_ A = Q), und 1a(w) =1 fiir w € A4, bzw. 14(w) =0
fiir w € A, heiit Indikatorfunktion der Menge A. Das Maj$-Integral von f
beziiglich v (oder kiirzer p-Integral) ist dann definiert durch

/fdu =Y o pu(Ag) € [0,00] . (1.4)
k=1

Es sei angemerkt, dass die Darstellung von f in (1.3) nicht eindeutig ist (man
zerlege etwa A; in zwei Teile). Jedoch ist leicht zu sehen, dass (1.4) von dieser
Mehrdeutigkeit nicht abhéngt. Die Ausdehnung des Integrals (1.4) erfolgt
nun in zwei Schritten. (Im Folgenden bedeutet f,,  f, dass die Folge (f,)
punktweise monoton wachsend gegen f konvergiert.)

Satz und Definition. Es sei E*(Q, F) die Menge aller f : Q — [0, 00] fir
die fn € E(Q,F) existieren mit f,, / f. Dann ist [ fdp = lim, . [ frndp
(€ [0, 00]) unabhdngig von der speziellen Wahl der f,, und heifst Maf-Integral
von f beziglich u (kurz p-Integral von f).

Ist aus dem Kontext klar welches p zugrunde liegt, so sagt man oft nur
Integral anstelle von u-Integral. Es ist elementar zu zeigen, dass E*(Q, F)
ibereinstimmt mit allen messbaren f : (Q,F) — ([0, c0], B([0, o0]). Bereits
mit den nun vorhandenen Begriffen ldsst sich einer der wichtigsten Konver-
genzsatze der Integrationstheorie beweisen:

Satz 1.3 (Monotone Konvergenz). Fir jede monoton wachsende Folge (fy,)
in E*(Q,F) gilt limy, 00 fr, € E*(Q, F) und weiter

/Hm fndp = lim /fnd,u.
n—oo n—oo

Eine direkte Anwendung dieses Satzes sind Maf$e mit u-Dichten (Ubung!):
Ist (2, F, 1) ein Mafiraum und h € E*(Q2, F), so definiert

hu(A) := /1A'hdu

ein Maf$ hy auf (Q, F), und fir f € E*(Q,F) gilt [ fd(hp) = [ fhdp. Fir
v = X heiBt b Lebesgue-Dichte. Anstelle von [, h(x) dA(x) schreibt man auch
J4 h(z) dx, denn fiir Intervalle A = [o, 8] und Riemann-integrierbare Funk-
tionen h stimmt das Riemann-Integral mit dem Lebesgue-Integral {iberein.

Der zweite Schritt bei der Ausdehnung des p-Integrals besteht nun darin,
Funktionen mit variablem Vorzeichen zu integrieren. Fiir eine numerische
Funktion f : Q — R definiert man deren Positivteil f+ := fV 0 bzw. Nega-
tivteil f~ := —(f A 0). Es gelten die offensichtlichen Relationen

20, f=rt=0 =t
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Dariiberhinaus ist f genau dann messbar, wenn f* und f~ messbar sind.

Definition. Eine numerische Funktion f = f* — f~ heilit (u-) integrierbar
falls f£ € E*(Q,F), falls [ fTdu < oo und [ f~ dp < oc. In diesem Fall sei

/fdu:=/f+du—/f‘du~ (1.5)

Ist A € F, so setzt man weiter (wann immer die rechte Seite existiert)

/Afdu::/u-fdu.

Lemma 1.4 (Elementare Eigenschaften des Integrals). Seien f und g reelle,
integrierbare Funktionen auf (Q, F, p). Dann gilt:

(a) Fir jedes o € R ist f + ag integrierbar und

/(f +ag)dp = /fd,u + a/gdu. (Linearitét)

(b) Ist f <g, so gilt

/fdu < /gdu. (Monotonie)

Ist f < g und p(2) > 0, so steht auch zwischen den Integralen ein <.

Eine weitere elementare und wichtige Figenschaft des Integrals ist, dass es
auf Nullmengen bei der Integration ,nicht ankommt“: Ist f integrierbar und
g eine messbare numerische Funktion mit f(w) = g(w) fur alle w € N€¢,
mit u(N) = 0 (kurz: u-fast dberall, p-f.i.), so ist auch g integrierbar und es
gilt [ fdu = [ gdp. Hieraus folgt leicht eine weitere, sehr niitzliche und im
Folgenden oft verwendete Aussage: Ist A € F und ist f messbar mit f(w) > 0
fiir alle w € A so gilt:

/Afduzo = u(4)=0. (1.6)

Die Konstruktion des allgemeinen Maf-Integrals (1.5) dient nicht nur zu sei-
ner Definition, sondern sie wird vielfach bei Beweisen zu Integralen wieder-
holt. Folgender elementare Sachverhalt ist hierfiir ein Beispiel:

Lemma 1.5 (Transformationssatz fiir Integrale). Se: T : (Q,F) — (', F')
eine messbare Abbildung und p ein Maf auf F. Dann ist eine numerische
Funktion f': Q' — R genau dann T, p-integrierbar, wenn f'oT u-integrierbar
ist. In diesem Fall gilt die Transformationsformel

/Qf’onuz/Ql fd(Tup)
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Zum Beweis von Grenzwertaussagen fiir Integrale sind Ungleichungen oft
unentbehrlich. Eine der am haufigsten benutzten Ungleichungen lautet:

Satz 1.6 (Holdersche Ungleichung). Seien f,g numerische Funktionen auf
(Q, F, ). Sei weiter p > 1, und q die durch 1% + % =1 definierte adjungierte
Zahl. Dann gilt (mit der Konvention oo® = oo fiir o > 0):

/IfgldﬂS (/\flpdu)l/p(/Iglqdﬂ)l/q. (1.7)

Bemerkungen. 1. Fiir p = ¢ = 2 heiit (1.7) Cauchy-Schwarzsche Ungleichung.
2. Eine numerische Funktion f heifit p-fach integrierbar (mit p € [1,00)),
wenn | f|P integrierbar ist.

Die Menge aller integrierbaren Funktionen f auf (Q, F, u) bildet keinen
Vektorraum, da beispielsweise 0o — oo kein wohldefinierter Ausdruck ist. Man
muss dazu vielmehr explizit die Endlichkeit von f voraussetzen: LP(Q, F, ),
oder kurz £P () bzw. LP, bezeichnet die Menge aller reellwertigen, messbaren,
p-fach integrierbaren Funktionen. Mit der Definition

9 ero = Wl = ([ P, vf € £2(),
und der (ebenfalls wichtigen) Minkowskischen Ungleichung

If+alle < IFllp+llgllp,  Vfig e LP(u),

folgt nun sofort, dass £P(u) ein Vektorraum ist. Mit der Schreibweise || f{| z» (.
wird deutlich gemacht, beziiglich welchem Maf p integriert wird.

Notation. Eine Folge (f,) in £P konvergiert beziiglich || - ||, gegen f € L7
wenn gilt:

i (|~ fll, =0

Man sagt auch f,, konvergiert im p-ten Mittel gegen f. Entsprechend definiert
man den Begriff einer Cauchy-Folge (abgekiirzt CF).

Bemerkungen. 1. Ist f p-fach integrierbar, so gibt es ein f € LP(u) mit
f(w) = f(w) p-fast iiberall. Die p-fach integrierbaren Funktionen sind also
~im Wesentlichen “ (d.h. abgesehen von Werten auf einer Nullmenge) in £ ().
2. Sind f,g € £P(u) und wahlt man A = {|f — g|? > 0} so folgt mit (1.6):

lf—glp,=0 <<= f(w)=g(w) p— fast iiberall.

Dies zeigt, dass || - ||, i. A. nur eine Halbnorm definiert. (Dieser Begriff wird
im Anschluss an Satz 2.11 definiert und diskutiert.)
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Der folgende Satz ist zweifellos der wichtigste Konvergenzsatz fiir Maf-Integ-
rale. Er wird hier gleich fiir £P-Funktionen formuliert. In seiner Grundform
(p = 1) kommt er ohne Benutzung von £P-Réumen aus.

Satz 1.7 (Majorisierte Konvergenz). Sei 1 < p < 0o und (fn)nen eine Folge
in LP(u) die p-f.i. konvergiert. Es gebe eine p-fach integrierbare Funktion
g € EX(Q,F) mit |fn| < g fi., fir alle n € N. Dann gibt es eine reelle,
messbare Funktion f auf 2, gegen die f, f.i. konvergiert. Jedes solche f liegt
in LP(u), und f, konvergiert im p-ten Mittel gegen f.

Abschlieflend seien noch Integrale beziiglich Produktmaflen betrachtet.
Fiir solche Integrale ist der Satz von Fubini unetbehrlich. Allerdings erfor-
dert eine bequeme Formulierung dieses Satzes eine geringfligige (durchaus
natiirliche) Frweiterung des Begriffs einer integrierbaren Funktion: Eine p-
f.4i. definierte numerische Funktion f auf (Q, F, u) heifit u-integrierbar, wenn
es eine (im engeren Sinn) integrierbare Funktion f auf Q gibt, die p-f.ii. mit
f tbereinstimmt. Man setzt

[ran= [ Fan.

Offenbar héngt diese Definition nicht von der speziellen Wahl von f ab. Ent-
sprechend definiert man p-fache Integrierbarkeit von f.

Satz 1.8 (Fubini). Seien (Q;, Fi, u;) o-endliche MafSraume fir i = 1,2, und
f:Q xQ — R eine Fi @ Fo-messbare Funktion. Dann sind fir alle
(w1, wa) € Q1 x Qo die Funktionen f(wy,-) und f(-,ws) Fa- bzw. Fi-messbar,
und es gilt:

(a) Ist f >0 so sind die Funktionen

wor / F(wr,wa) dpa(wn) , ws / fnw)dm(@)  (18)

in E*(Qy,F1) bzw. in E*(Qq, F2), und es gilt

[t ) = [ ([ e duiteon) duaen)

:/ /f(w1,w2)du2(w2)> din(wr) (1.9)

(b) Ist f p1 ® po-integrierbar, so ist f(w1,-) fir ui-fast alle wy po-integrier-
bar, und f(-,ws) ist fir us-fast alle we p1-integrierbar. Die somit f.4.
definierten Funktionen in (1.8) sind p1- bzw. po-integrierbar und wieder
gelten die Gleichungen (1.9).
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Bemerkungen. 1. Wendet man (a) auf ein F; ® Fo-messbares f : Q1 xQy — R
an, so erhilt man folgende wichtige Aussage: Ist eines der Integrale

Jistaomou). [([if1dm)au. [ ([ 151due) don

endlich, so sind auch die beiden anderen endlich und es gilt (1.9). 2. Die
Verallgemeinerung des Satzes von Fubini auf Produktmafile mit mehreren
Faktoren folgt induktiv leicht aus der Gleichheit

(U1 @ @ phn) @ g1 = i1 @ -+ @ fhpy1 -

1.2 Voraussetzungen iiber Wahrscheinlichkeitstheorie

In der Wahrscheinlichkeitstheorie (W-Theorie) werden Vorgénge bei Zufalls-
experimenten durch Wahrscheinlichkeitsraume (2, F, P) (W-Raume) model-
liert. Dies sind per Definition Mafiraume mit Wahrscheinlichkeitsmafen (W-
Mafen), also mit P(£2) = 1. Meistens (aber nicht immer) handelt es sich bei
Q um die moglichen Ausgénge eines zugrunde liegenden Zufallsexperiments,
etwa um Q = {1,...,6} beim einmaligen Wiirfeln.

Bemerkungen. 1. In der Mafitheorie haben o-Algebren in erster Linie eine
geometrische Bedeutung. In der W-Theorie besitzen o-Algebren einen wei-
teren, namlich ,informationstheoretischen“ Charakter: Sie modellieren die
Ereignisstruktur des zugrunde liegenden Zufallsexperiments, d.h. die logi-
schen Beziehungen zwischen Aussagen, welche sich iiber den Ausgang eines
Zufallsexperiments machen lassen. (Dementsprechend nennt man F € F ein
Ereignis.) Bei einfachen Experimenten ist diese Rolle der o-Algebra norma-
lerweise kaum sichtbar. Bei stochastischen Prozessen hingegen treten Ereig-
nisse zeitlich nacheinander ein, und der zugehorige Begriff einer Filtration
ist in diesem Zusammenhang hauptséichlich vom informationstheoretischen
Standpunkt relevant, was sich in einigen Grundbegriffen stochastischer Pro-
zesse niederschlégt. Aus diesem Grund lassen sich stochastische Prozesse ohne
den allgemeinen mafitheoretischen Rahmen (welcher durch (€2, F, P) gegeben
ist) praktisch kaum sinnvoll behandeln. 2. Ist A ein Ereignis, so wird P(A)
als relative Haufigkeit des Eintretens von A im Grenzfall unendlich vieler
(unabhéngiger) Versuchswiederholungen interpretiert. (Bernoullisches Gesetz
der groBen Zahlen.) 3. In der W-Theorie ldsst sich der allgemeine Begriff des
Maflraumes nicht ganz vermeiden, weil man W-Mafle sehr oft mit Hilfe allge-
meiner Mafle darstellen kann (z.B. Mafle mit Lebesgue-Dichten; auch Mafle
mit Dichten beziiglich des Wiener-Mafles werden wir betrachten).

Beispiel. Eine wichtige Klasse von W-Maflen bilden die Gauf-Majfle auf R.
Dies sind MaBle v,, ,2 (1 € R, 02 > 0) mit Lebesgue-Dichte:

1 (z—m)?
v, 2 (B):= e 22 dr, BeBlR).
)= s, w
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Messbare Funktionen X : 2 — IR werden in der W-Theorie als Zufallsva-
riablen (Z.V.) bezeichnet. Thre definierende Eigenschaft X ~*(B(IR)) C F be-
deutet anschaulich, dass die Wahrscheinlichkeit fiir alle Ereignisse der Form
{X € B} = {w € Q| X(w) € B}, mit B € B(R), wohldefiniert ist. Fiir das
Bildma$ (auf B(R)) schreibt man hiufig

X.P = Px,

und nennt Px die Verteilung von X auf R. Ist X = (X3, ..., X,,) ein Zufalls-
vektor (Z.Vek.), so schreibt man analog X.P = P(x, .. x,)-

Der wichtigste Begriff, welcher die W-Theorie von der Mafitheorie abgrenzt
ist der Begriff der Unabhdngigkeit.

Definition. Sei (2, F, P) ein W-Raum und (&;,¢ € I) eine Familie (indiziert
durch eine beliebige Menge I) von Mengensystemen &; C F. Diese Familie
heifit (stochastisch) unabhdngig wenn fiir jede endliche Auswahl von Mengen
A, €&y, A, €&, folgende Faktorisierung gilt:

PA,N---NA;)=P(A,)-P(A4;).
Eine Familie von Zufallsvariablen (X;,i € I) auf (Q,F, P) heifit (stocha-
stisch) wunabhdngig (kurz: die X; sind unabhéngig), wenn das System der
erzeugten o-Algebren (0(X;),i € I) unabhéngig ist. Schlielich heifit eine
ZV. X auf (2, F, P) unabhingig von der o-Algebra H C F, wenn die beiden
o-Algebren o(X) und H unabhéngig sind.

Beispiel. X heifit Gaupsche Z.V. wenn es ein (u,02) € R x Ry gibt, sodass
Px = v, .2 gilt. Abkiirzend sagt man auch X ist N(u,o?)-verteilt. Sind
X1,...,X, unabhiingige, N(u,,o2)-verteilte Zufallsvariablen, so hat deren
Summe X := Xy + -+ X,, eine N(};_, pik, > r—, 02 )-Verteilung.

Ist (X;,4 € I) unabhéngig und A; € o(X;), so gibt es per Definition eine
Menge B € B(R) mit 4; = X, '(B) = {X; € B}. Aus obiger Definition
folgt unmittelbar, dass die X; genau dann unabhéngig sind, wenn fiir jede
endliche Auswahl B; € B(R),...,B, € B(R) und 41,...,%, € I folgende
Faktorisierungseigenschaft gilt:

P(X;, € By, -, X;, €B,)=P(X;, € By)---P(X;, €By).
Diese Eigenschaft, kombiniert mit dem Eindeutigkeitssatz fiir W-Mafle lie-

fert unmittelbar: Die Z.V.n Xy,...,X,, auf (Q,F, P) sind genau dann un-
abhéngig, wenn deren gemeinsame Verteilung faktorisiert, d.h. wenn

Pix,,..x,) =Px, ®---®Px, . (1.10)
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Neben den maftheoretischen Begrifflichkeiten spielen auch Integrale in
der W-Theorie eine zentrale Rolle, denn sie gestatten das asymptotische Ver-
halten statistischer Mittelwerte von Zufallsvariablen mathematisch sauber
durch den Begriff des Erwartungswerts zu modellieren. (Der Zusammenhang
wird durch das starke Gesetzt der groflen Zahlen hergestellt). Ist nun X eine
integrierbare, reelle Zufallsvariable, so heif3t

E[X] := /X dP

der Erwartungswert von X; im Fall E[X] = 0 heiit X zentriert. (Auch fiir
nicht integrierbare Z.V.n X > 0 benutzt man die Abkiirzung E[X].) Ein oft
niitzlicher Zusammenhang zwischen Wahrscheinlichkeit und Erwartungswert
ist die folgende Tschebyschevsche Ungleichung. Sie wird in den Abschnitten
2.5 und 7.2 durch die Kolmogorovsche bzw. die Doobsche Maximalunglei-
chung verallgemeinert (womit dann auch der folgende Satz bewiesen ist):

Satz 1.9. Fiir jede Zufallsvariable X = X+ — X~ und jedes A\ > 0 gilt
P(X>)\) < %E[XJ”].
Ist p > 1 und X € LP(Q, F, P) so gilt die Tschebyschevsche Ungleichung
P(X|> ) < 3 EIXP).

Die Faktorisierung von P(x, . x,) in (1.10) fiihrt unmittelbar zu

Satz 1.10 (Faktorisierung des Erwartungswerts). Sind X, ..., X,, unabhdn-
gige, integrierbare Z.V.n so ist auch das Produkt X - - - X,, integrierbar mit

E[X - X,] = E[X}]--- E[X,].

Definition. Sei p € N und X eine p-fach integrierbare reelle Z.V. auf
(Q,F, P). Dann heifit E[X?] das p-te Momente von X. Hat X ein endliches
zweites Moment, so nennt man

Var[X] := E[(X — E[X])?] = BE[X?] - B[X]?

die Varianz von X. Hat auch die Z.V. Y ein endliches zweites Moment, so
nennt man Cov(X,Y) := E[(X — E[X])(Y — E[Y]) die Kovarianz von X und
Y. X und Y heien unkorreliert, wenn Cov(X,Y’) = 0 gilt.

Satz 1.10 impliziert, dass unabhéngige, integrierbare Z.V.n X und Y auch un-
korreliert sind. Dies wiederum impliziert, dass fiir unabhéngige, integrierbare
X1,..., X, der Satz von Bienaymé gilt, d.h.

Var[X; + -+ + X,,] = Var[Xq] + - - - + Var[X,,].
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Abschlieflend diskutieren wir elementare Integrationseigenschaften der Gauf3-
Maifle noch etwas ausfiihrlicher, denn diese werden wir im Kontext der Brown-
schen Bewegung noch mehrfach benétigen:

Beispiel. (Gau-Verteilung.) Ist X eine N (u, 0?)-verteilte Z.V., so gilt
EX]=p,  Var[X]=o02.

Speziell fiir 4 = 0 lasst sich auch das p-te Moment von X sehr leicht berechnen
(beispielsweise mit partieller Integration). Es lautet E[XP] = 0 fiir ungerades
p, und fiir gerade Potenzen p = 2n gilt:

E[X?"]=0¢?"1-3---(2n—1). (1.11)

Mit monotoner Konvergenz gilt aulerdem fiir jedes reelle A:

oo

3 Ral” g, — [ ey 1.12
—dv o2 (z) = [ e Vpo2(x) < 00. (1.12)
n=0"R w R
Wegen [e**| < el?| existieren somit alle Momente von e, und mit (1.11)
und majorisierter Konvergenz folgt nun (wieder fiir u = 0)

o0 )\TL
E[eM :/ e dug g2 (x) = —/ " dvg 42 ()
)= [ Nt = 2 [ o

o0 /\Zn
=3 Gt e - ) = eV (1.13)
n=0 ’

Damit sind die Voraussetzungen aus Maf}- und Wahrscheinlichkeitstheorie
nun zusammengestellt. Die in diesem Buch gegebenen vorbereitenden Ab-
schnitte lassen sich auf dieser Grundlage verstehen.

Weitere Voraussetzungen. Wir werden die Fxistenz einer Brownsche Be-
wegung voraussetzen, und ab Kapitel 7 auch die Ezistenz bedingter Erwar-
tungswerte. Diese reinen Existenzsétze sind weder fiir das Verstandnis, noch
fir den Umgang mit It6-Integralen essenziell; Beweise findet man etwa in
[Ba2]. Wir werden natiirlich auch Grundlagen der Analysis verwenden, wie
sie im ersten Studienjahr {iblicherweise vermittelt werden (z.B. Grenzwerte,
Begriff des metrischen Raumes, Existenz- und Eindeutigkeit fiir lineare Dif-
ferentialgleichungen etc., vgl. [Fo,Wal). Dasselbe gilt fiir elementare Begriffe
der linearen Algebra (komplexe Zahlen, Vektorrdume, etc., vgl. [Ko]). Die
(wenigen) Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis werden im Text eingefiihrt,
und die erforderlichen Lemmas dazu bewiesen. Neben den Voraussetzungen
fiir den Haupttext werden wir in den Anwendungskapiteln (naturgeméas) auch
Aussagen aus dem Anwendungsgebiet benutzen. Ein Beispiel hierfiir ist der
Gleichverteilungssatz der statistischen Mechanik im Abschnitt iiber physika-
lische Brownsche Bewegungen.
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Prozesse und Wiener-Integrale

Das Ito-Integral hatte einen Vorldufer der von Wiener 1934 eingefithrt wurde.
Bei diesem (Wiener-) Integral ist der Integrand kein stochastischer Prozess
wie bei Ito, sondern nur eine reelle (,deterministische“) Funktion der Zeit.
Der zentrale , Trick* der stochastischen Integrationstheorie lasst sich bereits
an diesem einfachen Integral darstellen. Zuvor werden aber die erforderli-
chen Begriffe {iber stochastische Prozesse zusammen gestellt. Dazu gehort
insbesondere die ,quadratische Variation Brownscher Pfade®, welche fiir die
Theorie stochastischer Integrale von zentraler Bedeutung ist. Danach werden
einige Satze tiber LP-Konvergenz vorbereitet, welche fortan immer wieder
benotigt werden. Insbesondere die Konstruktion des Wiener-Integral basiert
auf der £2-Konvergenz; wir untersuchen seien Eigenschaften und zeigen, in
welchem Sinn es stetig von der oberen Integrationsgrenze abhéngt.

2.1 Stochastische Prozesse

Ein ,stochastischer Prozess® soll einen zufélligen Vorgang modellieren wel-
cher mit der Zeit ablauft, etwa den Zerfall einer radioaktiven Probe, einen
Aktienkurs, die Schwerpunktbewegung eines Fahrzeugs auf unebenem Unter-
grund und so weiter. Dies motiviert folgende Begriffsbildung:

Definition. Ein stochastischer Prozess (mit Zeitmenge I C R und Zustands-
raum RY) ist eine Familie (X; )7 von R%wertigen Zufallsvariablen auf einem
W-Raum (2, F, P). Abkiirzend schreiben wir X = (X;) = (X¢)tes. Sind fiir
ein p € [1,00) alle X; € LP(P), so nennt man X einen LP(P)-Prozess, oder
auch einen Prozess p-ter Ordnung.

Bemerkungen. 1. Es ist wesentlich, dass alle Z.V.n auf demselben W-Raum
definiert sind. Wiirde man etwa nur die einzelnen Verteilungen Py, ken-
nen, so konnte man beispielsweise nichts iiber ,,Zuwachswahrscheinlichkeiten “
P(Xy4n — Xt € B) aussagen. Diese sind aber oft wichtig fiir die Beschrei-
bung der zeitlichen Entwicklung eines Prozesses. 2. Typische Zeitmengen
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I sind N oder Ny (,zeitdiskreter Prozess“ oder ,Kette“) und I = Inter-
vall (,zeitkontinuierlicher Prozess®). 3. Stochastische Prozesse kénnen et-
was allgemeiner definiert werden durch allgemeinere Indexmengen und Zu-
standsraume. Im Folgenden werden meistens nur reelle Prozesse benétigt, also
Prozesse mit Werten in R. 4. In der Theorie stochastischer Prozesse werden
drei Arten von Zeitentwicklungen betrachtet, ndmlich (a) stationdre Prozesse,
z.B. das  Rauschen® in elektrischen Schaltkreisen, (b) Martingale, die den
Begriff eines fairen Spiels axiomatisieren, und (c) Markov-Prozesse, deren
Zeitentwicklung nur von der Gegenwart abhéngt, nicht aber von der Vergan-
genheit. Fiir Ito-Integrale spielen nur Martingale eine gewisse Rolle (siehe
Kapitel 7). Die beiden anderen Prozessklassen treten jedoch in natiirlicher
Weise beim Studium stochastischer Differentialgleichungen auf; wir werden
im nachsten Kapitel die stationéren Prozesse etwas eingehender behandeln.

Eine einzelne ,Realisierung® (d.h. ein einmaliger Ablauf) eines zufélligen
Vorgangs wird als Pfad des Prozesses bezeichnet. Hierzu folgende

Definition. Sei X = (X;):cs ein stochastischer Prozess auf (Q, F, P). Dann
heifit die auf I definierte Funktion ¢ — Xi(w) der zu w € Q assoziierte
Pfad von X. X hei3t (pfad-) stetiger Prozess, wenn alle Pfade von X stetige
Funktionen sind. Gibt es eine Nullmenge N sodass X.(w) fiir alle w € N°¢
stetig ist, so heilt X ein P-f.s. pfadstetiger Prozess. Ein Prozess X' = (X])er
auf (2, F, P) heiit eine Modifikation von X, wenn fiir alle t € T gilt:

P(X; # X{)=0. (2.1)
X’ heift stetige Modifikation von X, wenn X' ein pfadstetiger Prozess ist.

Beispiel (Einfach aber instruktiv). Es sei Q = [0, 1], F = B([0,1]) und P =
AlB(0,1)) das Lebesgue-Maf auf [0, 1]. Definiere zwei Prozesse auf (Q, F, P)
mit ¢ € [0,1]: Der Prozess X sei definiert durch X;(w) := 0, Yw € Q. Der
Prozess X' sei definiert durch X{(w) := 0 falls w # ¢, und X](¢) := 1. Offen-
bar ist jeder Pfad von X stetig, und jeder von X’ unstetig. Auflerdem gilt
(2.1) denn {X; # X;} = {t} und P({t}) = A({t}) = 0. Folgerung: Pfadeigen-
schaften modifizierter Prozesse X’ konnen sich sehr von Pfadeigenschaften
des urspriinglichen Prozesses X unterscheiden.

Zufallsvariablen X; und X[ welche (2.1) erfiillen werden haufig als dquiva-
lent bezeichnet. Dies lasst sich fiir Prozesse leicht verallgemeinern:

Aufgabe. Sei M?(I) die Menge aller Prozesse in R? mit der Zeitmenge I.
X' € MUI) heiBe zu X € M?(I) dquivalent, wenn X’ eine Modifikation von
X ist, kurz: X ~ X’. Man zeige, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist:

(A1)  Fir alle X € MUI) gilt: X ~ X.
(A2) X~ X' = X'~ X.
(A3) X~ X X' ~X"=X~X".
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Modifikationen von Prozessen werden uns bei Wiener- und bei It6-Integralen
begegnen, wenn wir die stetige Abhéngigkeit von t — fg f(s) dBs untersu-
chen. Modifikationen sind ganz allgemein aus zwei Griinden wichtig:

1. Viele Prozesse der realen Welt sind stetige Funktionen der Zeit. Dies folgt
rein mathematisch aber nicht aus der Standard-Konstruktion stochasti-
scher Prozesse (nach Kolmogorov, vgl. etwa [Ba2]). Vielmehr miissen sie
in einem zweiten Konstruktionsschritt durch Modifikation ,erzeugt wer-
den. (Beispiel: Brownsche Bewegung).

2. Manche Messbarkeitsprobleme konnen durch Ubergang zu einem modifi-

zierten Prozess beseitigt werden. Beispielsweise ist man an der Wahrschein-
lichkeit von folgendem, real beobachtbaren Ereignis interessiert:

A:={w e Q: max |X;(w)| < 1}. (2.2)
s€[0,1]

Dies ist aber i.A. keine messbare Menge, da ein Durchschnitt von iiberab-

zahlbar vielen messbaren Mengen nicht messbar sein muss. Ist jedoch X’

eine stetige Modifikation von X, so ist die entsprechende Menge A’ messbar
(Ubung!), und das Problem ist damit behoben.

Folgendes Lemma zeigt, dass man sich bei der Konstruktion stetiger Modifi-
kationen fiir t > 0 0.B.d.A. auf Zeitintervalle [0, T'] beschranken kann.

Lemma 2.1. Sei (X¢)i>0 ein stochastischer Prozess, sodass fir alle T € R
der Prozess (Xi)iepo,r) eine P-f.s. stetige Modifikation besitzt. Dann besitzt
(X¢)i>0 eine stetige Modifikation.

Beweis. Sei X(") eine P-f.s. stetige Modifikation von (Xt)teo,n), » € N. Zu
t > 0 gibt es genau ein n € N mit ¢ € [n — 1,n). Mit diesem n setze

Xt = Xt(n)

Aus P(X; # X™) = 0 folgt P(X, # X;) = 0, d.h. (X;)s>0 ist eine Modifi-
kation von (X;)i>o. Weiter ist X; P-f.s. stetig in allen Intervallen (n — 1,n),
und rechtsseitig stetig in allen n € Ny. Sei (tx)ren eine Folge in (n — 1,n)
die gegen n konvergiert. Dann gilt th = Xt(:) — X,S") P-f.s., und aufgrund

von P(XS # X,) = P(X"™ £ X,)) = 0 folgt

XM = xtn+l) — X Pfs.
zusammen also th — X,, P-fs. fiir t; — n. Somit ist ()N(t)tzo P-f.s. stetig.
Ist schliefllich N eine Nullmenge die alle w mit unstetigen Pfaden X.(w)

enthélt, so definiert ~
X, =Xy 1ye, t>0,

eine (tiberall) stetige Modifikation von (X;);>o. ]
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Die Zeitentwicklung eines stochastischen Prozesses X wird i.A. durch seine
Vorgeschichte beeinflusst. Diese ,,Abhéngigkeit von der Vergangenheit“ fithrt
dazu, die bis zu einem Zeitpunkt ¢ ,vorhandene Information“ genauer zu
betrachten: Sie wird modelliert durch diejenige o-Algebra von Ereignissen
Fi, von denen zur Zeit t feststeht ob sie eingetreten sind oder nicht. Diese
o-Algebra wachst natiirlich im Laufe der Zeit und gibt Anlass zu folgender

Definition. Eine Familie (F;):c; von o-Algebren auf Q heifit Filtration in
Q, wenn F; C Fy gilt fir alle t < ¢'. Ist (2, F, P) ein W-Raum und F; C F
fir alle ¢t € I, so heifit (Q, F, P, (Ft)tcr) filtrierter W-Raum.

Ein Prozess X = (X;)ies in R? heifit adaptiert an eine Filtration (Fi)ier,
falls X; ein F;-messbarer Z.Vek. ist fir alle ¢ € I. Offensichtlich ist jeder
Prozess (X:):er adaptiert an die von ihm erzeugte (kanonische) Filtration

FX =o0(X,s€l,5s<t)
=0 (Us<t X, ' (BRY)) .

Dies ist zugleich die kleinste Filtration, an die (X¢);c; adaptiert ist.

Beispiele.
1. Sei (X¢)eo,1) ein stetiger reeller Prozess. Dann gilt (als Grenzwert von
Riemann-Summen!) fiir festes ¢ € [0, 1]:

t
B := {w:/ Xy(w)ds > 1} € FX.
0

Je nach Pfad X.(w) tritt B ein oder auch nicht (d.h. w € B oder w ¢ B);
aber stets liegt dies bereits zum Zeitpunkt ¢ eindeutig fest. Hingegen liegt
fiir festes ¢ € [0,1) die Menge A in (2.2) nicht in F;¥: A ist ein Ereignis,
dessen Eintreten zur Zeit ¢ feststehen kann (wenn némlich das Maximum
auf [0,¢] grofer oder gleich 1 ist), oder aber unbestimmt ist (denn das
Maximum auf [¢,1] kann grofer oder kleiner als 1 sein).

2. Ist Z = (X4, Yy)ter ein R2-wertiger Prozess so sind die Komponentenpro-
zesse (X¢)ier und (Yy)ier an F7Z adaptiert. Jedoch enthélt FZ weit mehr
Information als durch X; bzw. Y; einzeln erzeugt wird, d.h. ;¥ bzw. FY
sind (bis auf Trivialfille) echte Teilmengen von FZ.

3. Sei Y, diejenige Zahl welche bei einem Roulettespiel im n-ten Spiel fallt. X,
sei gleich ,Null“,  jgerade“ oder ,ungerade“ im n-ten Spiel. Offensichtlich
ist X,, an FY adaptiert, d.h. es gilt FX C FY. Generell tritt F;* C F,
immer dann auf, wenn (X;) nur einen Teilaspekt eines zufélligen Vorgangs
(mit Filtration F%) beschreibt.

Ist ):( = (Xt)te[ eine Modifikation des Fi-adaptierten Prozesses (Xi)icr, so
ist X wm Allgemeinen nicht F;-adaptiert. Dies rithrt daher, dass die Menge
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{X, # X,} in Bedingung (2.1) zwar eine Nullmenge ist, sie aber a priori nur
in F, nicht jedoch in F; enthalten sein muss. Dieses Adaptiertheitsproblem
lasst sich leicht beheben: Man muss nur die Nullmengen zu F; hinzufiigen:

Definition. Sei (2, F, P) ein W-Raum, H eine Unter-o-Algebra von F, und
N das System aller F-Nullmengen. Dann heifit H* := o(H U N) die Aug-

mentation von H. (to augment: vergréfiern)

Aufgabe 2.a. Man zeige, dass sich H* mit Hilfe der symmetrischen Differenz
A (definiert durch AAB := A\B U B\ A) explizit angeben lasst durch

H* ={AAN|A e H,N e N}. (2.3)

Hinweis: (UpenAn) A (UnenBn) C (UpenAnAB,), AANAAB) = B.
Man zeige weiter, dass fiir jedes f € L1(Q,F,P), A€ F und N € N gilt:

/AANfdP:/AfdP.

Bemerkung. Man verwechsle die Augmentation einer o-Algebra H nicht mit
deren Vervollstindigung (also mit der Hinzunahme aller Teilmengen von Null-
mengen aus H). Die explizite Beschreibung (2.3) macht den Unterschied die-
ser zwel Begriffe offenkundig. Die Theorie der It6-Integrale kommt ganz ohne
den Begriff der Vervollstandigung von o-Algebren aus, sodass dieser Begriff
im Folgenden auch nicht weiter thematisiert wird.

Das folgende Lemma zeigt, dass Augmentationen im Kontext von P-fast
sicheren Aussagen in vollig natirlicher Weise auftreten:

Lemma 2.2. Sei (Q,F, P) ein W-Raum, H C F eine Unter-c-Algebra und
X eine Z.V. die H-messbar ist. Ist Y eine F-messbare Z.V. so gilt:

P(X#Y)=0 = Y ist H" — messbar.

Sind weiter (Z,)nen, H-messbare Z.V.n die P-f.s. gegen eine Z.V. Z kon-
vergieren, so ist Z jedenfalls H*-messbar.

Beweis. Es gentigt zu zeigen, dass Z := Y — X messbar bzgl. H* ist, denn dann
gilt dies auch fur Y = X + Z. Nun ist Z = 0 P-f.s., also gilt P({Z #0}) =0,
und mit {Z # 0} € F folgt {Z # 0} € H*. Also gilt

Z7H{0Y) ={Z #£0} e H*.

Fiir B € B(R) gilt entweder 0 ¢ B, dann folgt B C {0}° und damit Z~!(B) C
Z7Y{0}¢) = {Z # 0}, also Z~}(B) € H*. Oder es gilt 0 € B, dann folgt

Z7(B) =z~ (B\{0}) UZ~'({0}) e H".
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Gelte nun P-f.s. Z, — Z. Dann gibt es eine Nullmenge N € F, sodass
1neZ, gegen 1ycZ konvergiert, und damit 1y.Z H-messbar ist. Nun gilt
{Z #1neZ} C N, also P(Z # 1ncZ) = 0, also ist Z H*-messbar. |

Man beachte, dass im Fall H # H* die H-Messbarkeit von X sich unter
fast sicherer Gleichheit im Allgemeinen nicht {ibertréigt: Ist ndmlich N eine
Nullmenge die nicht in H liegt und Y := X + 1y, so gilt P(X #Y) = 0;
jedoch ist Y nicht H-messbar, denn sonst miisste auch 1y = Y —X H-messbar
sei, was aquivalent ist zu N € H.

Aus Lemma 2.2 folgt fiir modifizierte Prozess nun sofort:

Korollar 2.3. Sei X = (Xt)tg[ eine Modifikation des Fy-adaptierten reellen
Prozesses (Xt)ter. Dann ist X Fj-adaptiert.

Der durch Modifikationen definierte Aquivalenzbegriff stochastischer Pro-
zesse ist oft zu schwach, weil er es nicht gestattet Pfadeigenschaften zu ver-
gleichen. Hierfiir benttigt man folgenden stiarkeren Begriff:

Notation. Zwei stochastische Prozesse (X;)ier und (Xt)tel auf dem W-
Raum (2, F, P) heilen ununterscheidbar, wenn ihre Pfade P—f.s. gleich sind.

Der Begriff ,Ununterscheidbarkeit“ ist der starkste Aquivalenzbegriff, den
man fiir stochastische Prozesse tiblicherweise betrachtet. Fiir stetige Prozesse
fallen die beiden Aquivalenzbegriffe aber zusammen:

Lemma 2.4. Sind (X¢)ier und (X't)te[ Prozesse in R? so gilt:
(a) Sind X und X ununterscheidbar, so sind sie auch dquivalent.

(b) Sind X und X dquivalent und P-f.s. stetig, so sind sie ununterscheidbar.

Beweis. (a) Ununterscheidbarkeit bedeutet, dass es eine P-Nullmenge N gibt,
sodass die Pfade X .(w) = X.(w) fiir alle w € N¢ erfiillen. Damit gilt insbe-
sondere auch X;(w) = X¢(w) fiir jedes feste ¢ und alle w € N¢, d.h. X ~ X.
(b) Sei @ eine dichte, hochstens abzihlbare Teilmenge von I. Zu jedem t € Q
gibt es eine Nullmenge N; mit X;(w) = X;(w), fir alle w € Nf. Somit gilt

X (w) = X.(w) (2.4)

fir alle w auBerhalb der Nullmenge N¢ := UscqN;. Sei weiter Ny eine Null-
menge, sodass X und X stetige Pfade auf N¢ haben. AuBierhalb der Null-
menge N := N, U Ng haben dann beide Prozesse stetige Pfade und es gilt
(2.4). Wegen Stetigkeit muss nun aber (2.4) sogar fiir alle t € I gelten. O

Mit diesen allgemeinen Vorbereitungen iiber stochastische Prozesse konnen
wir nun den am griindlichsten untersuchten stetigen Prozess der W-Theorie
— die Brownsche Bewegung — genauer diskutieren. Wir beschranken uns aber
auf die wenigen, fiir It6-Integrale relevanten Aspekte.
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2.2 Brownsche Bewegungen

Die Brownsche Bewegung (kurz BB) ist zweifellos der wichtigste stetige sto-
chastische Prozess. Er hat einerseits interessante mathematische Eigenschaf-
ten, und andererseits lassen sich viele weitere Prozesse durch ihn mathe-
matisch darstellen, etwa stetige Martingale und Diffusionsprozesse. Das Ito-
Integral hat in Letzterem sogar seinen Ursprung. Der Begriff ,Brownsche
Bewegung*“ tritt in der Literatur in zweierlei Bedeutung auf:

(a) Als stochastischer Prozess im Sinne der Mathematik.
(b) Als physikalisches Phidnomen.

Dabei ist (a) ein mathematisches Modell fiir (b). Es gibt aber seit langem we-
sentlich verfeinerte Modelle fiir physikalische BBen, welche in der Physik noch
immer Forschungsgegenstand sind [Ne,Ma,CK]. Dabei wird die mathemati-
sche BB als Werkzeug zur Modellierung physikalischer (wie auch biologischer
und ckonomischer) Prozesse vielfach verwendet (Abschnitt 3.4).

Bemerkungen. Zu (a): Die mathematische BB wird héufig auch Wiener-
Prozess genannt, weil Wiener als erster (1923) dafiir ein mathematisch kor-
rektes Modell schuf. Vorsicht: Der Begriff BB wird teilweise stark verallgemei-
nert. Es ,gibt“ BBen in R"”, auf differenzierbaren Mannigfaltigkeiten und in
oo-dimensionalen Rdumen. Zu (b): Betrachte man ein mikroskopisches Teil-
chen in einer Fliissigkeit oder in einem Gas (z.B. Nebeltropfen), so sieht man
eine ,Zitterbewegung®, welche durch die Stéfle der umgebenden Molekiile
verursacht wird. Diese Bewegung wurde zuerst von Brown um 1823 systema-
tisch untersucht, und ihre atomistische Ursache hat Einstein aufgedeckt (vgl.
[Ha,ES,Ma]). Die typische Grofienordnung fiir die Anzahl der Molekiilst68e
auf ein Brownsches Teilchen ist etwa 10%/sec in einer Fliissigkeit, und etwa
10% — 1019 /sec in einem Gas (bei Normalbedingungen).

Im Folgenden werden die mathematischen Eigenschaften der BB anhand des
physikalischen Phdnomens motiviert. Hierfiir sind gewisse Modellannahmen
zu machen (die im Wesentlichen schon Wiener 1923 gemacht hat). Mit B,
werde die z-Komponente der Position eines Brownschen Teilchens zur Zeit
t > 0 bezeichnet. Durch geeignete Wahl eines Koordinatensystems léasst sich
stets By = 0 erreichen. Die Modellannahmen sind:

1. Die Molekiilstole erfolgen nacheinander zu Zeiten t; < to < ---. Der n-te
StoB fiihrt zu einer Verschiebung X,, (in z-Richtung) bis zum (n + 1)-ten
StoB. Also gilt By, = X7 +--- 4+ X_1.

2. Die Stofle erfolgen zuféllig und unabhingig voneinander, d.h. die X; wer-
den als unabhéingige Zufallsvariablen modelliert. (Dies vernachléssigt Mas-
sentragheit und langreichweitige Wechselwirkungen der Teilchen.) Weiter
werden die X; als identisch verteilt angenommen.

3. E[X,] = 0, wegen Symmetrie, und E[X?2] < oo, da grofie Werte von X,
extrem selten sind.
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Die Position eines Brownschen Teilchens ist (mikroskopisch) nur in Zeitab-
standen ty beobachtbar, die sehr viele Zusammenstéfle umfassen, z.B.

to = ﬁ Sekunde = 10° Kollisionen (fiir Fliissigkeiten).
Diese Anzahl ist sicherlich Poisson-verteilt (,Ankunftszeiten®), sodass ihre
relative Schwankung &uflerst gering ist. Man kann daher ohne grofSen Feh-
ler annehmen, dass in gleich langen Beobachtungsintervallen immer dieselbe
Anzahl N von Stofen stattfindet. Man erhélt fiir die Folge der Beobachtungs-
zeiten 0, tg, 2tg, . .. die Position zur Zeit nty wie folgt:

Bty = By + (Baty — Biy) + -+ + (Butg — Bn—1)t,) -

Jeder der unabhéngigen Zuwichse (Byi, — B(p—1)s,) ist die Summe von N
unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen, also (wegen des zentralen
Grenzwertsatzes) approximativ N (0, 02)-verteilt, wobei 02 ein Modellpara-
meter ist, der abhéngt von den physikalischen Gegebenheiten. Mit Bienaymé
folgt nun, dass der Zuwachs By, — B, approximativ N(0,(n — m)o?)-
verteilt ist. Diese fjberlegungen motivieren folgende

Definition 2.5. Eine Brownsche Bewegung ist ein reeller stochastischer Pro-
zess B = (By)i>0 auf einem W-Raum (2, F, P) mit den Eigenschaften:

(B1) B hat unabhéngige Zuwéchse, d.h. fiir beliebige 0 < tg < -+- < ¢,
sind By, — By,,..., B, — B, , unabhéngige Zufallsvariablen.

(B2) Fiir alle t > s > 0 ist der Zuwachs B; — Bs; N(0,t — s)-verteilt.
(B3) By =0.
(B4) B hat stetige Pfade.

Ist I € Ry ein Intervall und gelten (B1-B4) fiir einen Prozess B = (B)ier,
so nennt man B eine Brownsche Bewegung auf I.

Bemerkungen. 1. In dieser Definition ist 02 = 1. Dies ldsst sich durch eine
Skalierung der Zeitachse stets erreichen und stellt keine Einschrankung dar.
2. Die mathematische Idealisierung der zuvor diskutierten Modellbildung be-
steht im Ubergang von den diskreten Zeiten t,, = nto (fiir welche das Modell
gut begriindet ist) zu kontinuierlicher Zeit. Dies stellt eine Art von ,stetiger
Interpolation“ dar in dem Sinne, dass die Einschrankung von (By)¢>o auf die
diskreten Zeiten nt, die ,richtigen“ stochastischen Eigenschaften hat. Da die
Modellbildung fir sehr kleine ¢y jedoch versagt ist nicht zu erwarten, dass
die ,Feinstruktur von (By);>o“ die physikalische BB richtig beschreibt, was
so auch zutrifft (eine bessere Modellierung diskutieren wir im Abschnitt 3.4).
Unabhéangig davon lasst sich die mathematische BB detailliert untersuchen.
3. (B1) und (B2) hat im Wesentlichen bereits Einstein 1905 formuliert, s. [ES].
Die Normalverteilung fand er aber durch ein vollig anderes (Gleichgewichts-)
Argument. (B3) ist nicht essenziell (Wahl des Koordinatenursprungs) und
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(B4) ist physikalisch selbstverstandlich, jedenfalls von Standpunkt der klassi-
schen Mechanik. [Hierzu sei bemerkt, dass ein typisches Brownsches Teilchens
von 1073mm Durchmesser eine Gréfienordnung von 10° Molekiilen enthiilt,
sodass man noch ohne Quantenmechanik auskommt.] 4. Manchmal wird an-
stelle von (B3) eine beliebige ,Startverteilung“ Ppg, zugelassen (was wir hier
nicht tun wollen, siehe etwa [RY]). Die spezielle Wahl By = 0 wird dann
als ,normale“ BB bezeichnet. 5. Anstelle von (B4) wird manchmal die Pfad-
stetigkeit nur P-f.s. vorausgesetzt. Einen derartigen Prozess werden wir als
BB mit P-f.s. stetigen Pfaden oder kurz als eine P-f.s. stetige BB bezeichnen.
6. Die Frage ob eine BB im Sinne obiger Definition iiberhaupt (mathema-
tisch!) existiert hat Wiener 1923 bejahend geklart. Es gibt inzwischen ver-
schiedene Moglichkeiten dies zu zeigen, siehe z.B. [KS1, Abschnitt 2]. Fiir das
Weitere ist die Fzistenz einer (mathematischen) BB zwar formale Voraus-
setzung, aber ansonsten von keinerlei Bedeutung. Auf einen Existenzbeweis
kann daher ohne grofien Verlust verzichtet werden. 7. Uber die Pfade einer
mathematischen BB ist viel bekannt, etwa ihr asymptotisches Verhalten fiir
t — 0,t — oo (Gesetz vom iterierten Logarithmus), ihre Holderstetigkeit, und
dass sie P-f.s. nirgends differenzierbar sind. Jedoch sind diese (und weitere)
Eigenschaften fiir It6-Integrale fast irrelevant. Wirklich zentral ist dagegen
die in Satz 2.8 gemachte Aussage iiber die quadratische Variation Brown-
scher Pfade. Vorbereitend dazu betrachten wir die quadratische Variation
einer C''-Funktion, wofiir wir folgende Notation bendtigen:

Notation. Eine Zerlegung von [«, (] ist eine Menge Z = {tq,t1,...,tx} mit
a=ty<t; <--- <ty =p. Die positive Zahl

A(Z) = max{t; — ti1}

heifit die Feinheit von Z. Eine Folge von Zerlegungen (Z,,)nen heiflt Zerle-
gungsnullfolge, wenn A(Z,,) gegen Null konvergiert fiir n — oo.

Lemma 2.6. Sei f € C'(|a, 3]), also eine auf |a, 3] stetig differenzierbare
Funktion, und (Zn)ne]N eine Zerlegungsnullfolge von [a, §]. Dann gilt

Z t;::l (t(fl))]z — 0, firn— .
k=

Beweis. Es gilt |f'(t)| < M, Vt € [a, 8]. Nach dem Mittelwertsatz der Diffe-

() € [ 1)

rentialrechnung gilt fiir geeignete 0, Py

N,—1
1Sal = 37 1FO) P, — )2
k=0
N,—1
<M2A(Z,) Y (), - 1)
k=0

= M?*A(Z,)(B—a) =0, firn— cc. |
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Fiir die Bestimmung der quadratischen Variation der BB benétigen wir noch
eine elementare Folgerung aus dem Satz von der monotonen Konvergenz:

Satz 2.7. Sei (Yy,)nen eine Folge von reellen Zufallsvariablen auf (2, F, P)
mit >~ E[|Y,]] < oo. Dann gilt fiir n — co:

Y, —0, P — fast sicher. (2.5)

Beweis. Die Zufallsvariable Y := "> | |V,| € E*(Q2, F) ist monotoner Limes
der Folge Z:Ll |Y..|. Mit monotoner Konvergenz folgt

N oo
/YdP:]\}Erlw/;|Yn|dP:;/|Yn|dP<oo.

Aus 0o P(Y =o0) = [,,__ YdP < [YdP < oo folgt P(Y = 00) =0, d.h.
oo L |Ya konverglert P-fast sicher. Hiermit folgt (2.5). |

Damit lasst sich nun eine fiir It6-Integrale zentrale Eigenschaft beweisen:

Satz 2.8 (Quadratische Variation der BB). Sei (B;)i>0 eine BB auf (2, F, P),
0<a<p, undt,(cn) =a+ (ﬂ—a)%, firk=20,1,...,2™. Dann gilt

21
Z [Btm) - Bt(m]Q =, 0 —a, P —fast sicher. (2.6)
k=0 k+1 k

Beweis. Vorbereitung: Ist X eine N (0, 0?)-verteilte Z.V. so gilt mit (1.11):

Var[X?] = E[X*] — E[X?)? = 3(c%)? — (02)* = 2(c%)?. (2.7)
Definiere nun unabhéngige Zufallsvariablen Y, j, fiir £ =0,1,...,2" — 1:
— 2 f-o
Yn,k = [Bt;-n)l — Btgcn)] — on

Da die Zuwachse N (O7 o )-verteilt sind ist Y,, j zentriert, und mit (2.7) folgt
Var[Y,, k] = 2(8 — «)?/22". Betrachte nun die Folge (vgl. (2.6))

2" —1 2!
Y, = Z [Btfgfl B Bt£“>]2 —(B—a)= Z Yok -
k=0 k=0

Mit dem Satz von Bienaymé und der Zentriertheit der Y,, folgt:
om—1

E[Y] = Var[Y,] = > Var[V, ] (da die Yy, ;, unabhiingig sind)

2" —1
B—a)? B—a)?
_y Ui _Goar

k=0

Somit gilt "7 | E[Y,?] < co woraus mit Lemma 2.6 die P-fast sichere Kon-
vergenz Y,2 — 0 folgt. Dies ergibt Y,, — 0 P-fast sicher. O
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Aus diesem Satz und Lemma 2.6 folgt, dass P-f.s. jeder Pfad einer BB in
keinem Intervall [a, 8] C Ry stetig differenzierbar ist. Tatsdchlich gilt sogar,
dass P-f.s. jeder Pfad zu keinem Zeitpunkt ¢ > 0 differenzierbar ist. Davon
wird aber im Weiteren kein Gebrauch gemacht.

Bemerkung. Satz 2.8 hat zwei Auswirkungen auf It6-Integrale beziiglich der
BB: 1. Die Pfade einer BB sind von unbeschrdnkter Variation auf [«, 5], d.h.

SUP{Z|Btk+1 — By, |} = o0, P—f.s.,
k=0

wobei das Supremum fiiber alle Zerlegungen von [«, 3] gebildet wird. [Dies
folgt wegen der gleichméBigen Stetigkeit der Pfade B.(w) aus der Abschéatzung

on_1 , on_1
Z [Bt("> — Bt(n)] < max{|Bt(n) — Bt(n) |} Z |Bt(n) — Bt(n)| ,
=0 k41 k k k+1 k —o k+1 k

denn das Maximum geht gegen Null, sodass die Summe auf der rechten Seite
gegen oo geht flir n — oo; andernfalls wiirde die linke Seite nicht gegen 3 —
konvergieren.] Man kann daher, selbst fir stetige Funktionen f, ein Inte-
gral ff f(t)dBy nicht als Stieltjes-Integral definieren. 2. Die Kettenregel fiir
Integrale (It6-Formel) unterscheidet sich wesentlich von der Kettenregel fiir
Riemann-Integrale: Man benétigt einen ,,Differentialkalkiil zweiter Ordnung“,
welcher seinen Ursprung im Nichtverschwinden der quadratischen Variation
Brownscher Pfade hat. Dies wird in Kapitel 5 im Detail dargestellt, man
vergleiche hierzu insbesondere Lemma 5.8.

Fiir den Itoschen Differentialkalkiil werden wir BBen bendtigen, die in
spezieller Weise an eine Filtration A; adaptiert sind, ndmlich so, dass die
Zuwéachse B; — B, von allen zuriickliegenden Ereignissen A, unabhéngig sind.
Natiirlich gilt dies immer fiir die kanonische Filtration A; := FZ. Allgemein
formalisiert man diese Eigenschaft nun wie folgt:

Definition 2.9. Sei (2, F, P) ein W-Raum und (A;):>o eine Filtration in
F. Ein reeller stochastischer Prozess (By);>o auf (Q, F, P) heiit Brownsche
Bewegung mit Filtration (Ay)i>0, kurz (By, A;)i>0, wenn B, an A, adaptiert
ist, und B; — B, unabhéngig ist von A, fiir alle 0 < s < ¢.

Auch hierbei kommt es auf Nullmengen nicht wirklich an, d.h. man kann
problemlos zur augmentierten Filtration iibergehen:

Aufgabe 2.b. Ist (By, A;);>0 eine BB mit Filtration, so auch (By, A});>o.

Der Konstruktion des Wiener-Integrals (wie auch der ersten Version des
Ito-Integrals) liegt die £2-Konvergenz beziiglich eines W-MaBes zugrunde.
Wir ergénzen als ndchstes die in Abschnitt 1.1 diskutierten Eigenschaften
dieses Konvergenzbegriffs.
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2.3 Vorbereitung: Konvergenz im p-ten Mittel

Als erstes behandeln wir den einfachen Zusammenhang zwischen £P- und
L2-Konvergenz, welcher aus der Holderschen Ungleichung (Satz 1.6) folgt:

Lemma 2.10. Sei 1 <p < g < oo und f € LI(P). Dann ist f € LP(P) und

1fllp < 1l - (2.8)
Insbesondere folgt aus fr, — f in LYP), die Konvergenz f, — f in LP(P).

Beweis. Sei r der zu p/q > 1 adjungierte Index. Mit Hélder folgt

Jispar < ( fasmysmar)™( [rrap)” = ( [isear)”

Die p-te Wurzel aus dieser Ungleichung gibt (2.8). m|

Der néchste Satz (von Riesz-Fischer) ist zentral fiir die Funktionalanalysis
von LP(p)-Réumen (mit beliebigem Mafl ). Sein Beweis basiert auf den
Sétzen von der monotonen und der majorisierten Konvergenz.

Satz 2.11 (Vollstédndigkeit von £P(u)). Sei 1 < p < 0o. Jede Cauchy-Folge
(fn) in LP(u) konvergiert im p-ten Mittel gegen eine Funktion f € LP(u).
FEine geeignete Teilfolge von (fy) konvergiert sogar p-f.i. gegen f.

Beweis. Da (f,,) eine LP-CF ist gibt es zu jedem k € N ein nj mit

1
”fn_fmnpngk, VYn,m > ny .

Sei 0.B.d.A. n; < ns < ---. Insbesondere gilt

1
||fnk+1 _fnkaS 27]@7 Vk € N.

Sei g = frpyr — fr, und g := 3" 1 |gx| (also g(w) € [0, o0] fiir alle w € Q).
Nun gilt aufgrund der Minkowskischen Ungleichung

o0

anm<me Z%=. (2.9)

Die Folge hy, := Zizl |gn | konvergiert monoton wachsend gegen g, und damit
ihre p-te Potenz gegen ¢gP. Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt
durch Grenziibergang in (2.9) die Abschitzung

1ol au<1.
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Es gilt also pu(g = 00) =0, d.h. die Summe g = Y >° | |gx| konvergiert p-fast
iiberall. Nun gilt (wegen Teleskopsumme):

i =01+ -+ g+ far, konvergiert u — f.i.. (2.10)
Andererseits gilt wegen hi " g auch
|frrl S 9+ 1fuil,  VEEN. (2.11)

Die rechte Seite von (2.11) ist p-fach integrierbar, sodass (2.10) und (2.11)
zeigen, dass die Folge (fn, )ren die Voraussetzungen des Satzes von der ma-
jorisierten Konvergenz erfiillt. Es gibt also ein f € £P(u) mit f,, — f u-fast
iiberall, und f,, — f in £P(u).

Bleibt zu zeigen, dass die ganze Folge (f,) in £P(u) gegen f konvergiert:
Sei hierzu € > 0 gewéhlt. Dann gibt es ein ng mit

[ fn = fmllp <€/2,  VYn,m >nq.

AuBerdem gibt es ein kg mit || f,, — fllp < €/2 fur alle kK > ko. Wéhle ein
festes k > kg sodass ni > ng gilt. Dann folgt

an_f”;l)g||f'fb_fnka+||fnk_fHP<5a VnZno 0

Die Abbildung f +— || f||, von £P nach IR definiert eine Halbnorm auf LP.
Allgemein nennt man eine Abbildung || - || : £ — R auf einem (reellen oder
komplexen) Vektorraum E eine Halbnorm, wenn gilt:

(N1) |Ifll > 0 fiir alle f € E (Positivitdt).

(N2) |lafll = |e| - || f]] fiir alle a € C, f € E (Homogenitdt).

(N3) \If+all < IfII+ llgll fiir alle f,g € E (Dreiecksungleichung).

Die Eigenschaften (N1) und (N2) folgen fiir || - || = || - ||, sofort aus der Defi-
nition von || - ||, und (N3) ist die Minkowskische Ungleichung aus Abschnitt
1.1. In funktionalanalytischer Sprechweise besagt Satz 2.11, dass der halbnor-
mierte Raum (£7(u), || - ||p) vollsténdig ist. Man beachte, dass || - ||, i.A. keine
Norm ist, denn dazu miisste (N1) ergénzt werden durch ||f||, =0= f =0.
(Aus || f]l, = 0 folgt aber nur f = 0 p-fast iiberall.) In der Funktionalanalysis
werden Ublicherweise keine halbnormierten, sondern nur normierte Rdume
betrachtet. Dies ist aber keine allzugrofie Einschrankung:

Aufgabe. Sei (E, | -||) ein halbnormierter Raum. Man zeige:

(a) f~g:<= ||f — gl =0 definiert auf F eine Aquivalenzrelation.

(b) Sei E der Raum der Aquivalenzklassen f (der von f € E erzeugten
Aquivalenzklasse), d.h. f := {g € E|g ~ f}. Sind fi,f2 € f so gilt
| £1ll = IIf2]l, und damit ist ||f|| := ||f|| wohldefiniert auf E.

(¢) (E,| - ist ein normierter Raum.
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Notationen. Ein vollstdndiger normierter Raum E (d.h. ein Raum in dem
jede CF konvergiert) heiBt Banachraum. Eine Teilmenge M C E heifit dicht
in E, wenn es zu jedem f € E eine Folge (f,) in M gibt die gegen f
konvergiert, d.h. fiir die ||f, — f|| — 0 gilt. Fir p € [1,00) bezeichnet
LP(p) den Raum aller Aquivalenzklassen von £P(u) beziiglich der Halbnorm
| - ||,- Wir werden Aquivalenzklassen f € LP(p) meistens durch einen ihrer
Repréasentanten f € L£P(u) bezeichnen. Nur bei Bedarf werden die punktweise
definierten Funktionen f von den Klassen f unterschieden.

Beachtet man, dass zu jeder CF (f,,) in L? () eine CF (g,,) in £P () assoziiert
ist (man wéhle aus jedem f, einen beliebigen Reprasentanten g, € f,), so
ergibt Satz 2.11 unmittelbar:

Korollar 2.12. Fir 1 <p < oo ist (LP(u), | - |lp) ein Banachraum.

Fiir das Weitere von besonderem Interesse (aber nicht ausschliefilich) ist der
Fall p = 2, welcher sich wieder als Ubungsaufgabe eignet:

Aufgabe ((L2(y), (-,-)) ist ein reeller Hilbertraum). Seien f,§ € L?(u) und
f € f,g € g. Man zeige, dass durch

:Amw

auf L2(Q, F, ) ein reelles Skalarprodukt definiert wird, dass also folgende
Eigenschaften gelten:

(S1) (f+3g,h) = (f,h) + (g, h),
(S2) (af,§) = o(f,3),

(83) (f.9)= (3. ),

(S4) (f, f) >0, wobei (f, f} = 0 genau fiir f =0 gilt.

Bemerkung. Der Ubergang von L£P(u) zu LP(u) ist in mehrfacher Hinsicht
(wenn auch nicht immer) niitzlich: Die Eindeutigkeit der Klassen gestattet
héufig eine Definition von Abbildungen LP — L9, welche fiir Reprasentanten
(aufgrund der Mehrdeutigkeit) nicht mdoglich ist (z.B. die Projektoren Py in
Abschnitt 8.1). AuBerdem kann man fiir L” () die Standardsétze der Funktio-
nalanalysis heranziehen. (Historisch gesehen wurde die Entwicklung der ab-
strakten Funktionalanalysis wesentlich durch die Theorie der LP-Raume vor-
angetrieben.) Und schlieflich braucht man sich bei Konvergenzfragen keine
Gedanken tiber ,u-f.i.* zu machen.

Aufgabe. Man zeige, dass auf einem normierten Raum (E, || - ||) die Norm
stetig ist, d.h. aus f,, — f folgt || fn|| — ||f||- Man zeige weiter, dass in einem
Hilbertraum (H, (-, -)) auch das Skalarprodukt stetig ist, d.h. aus f,, — f und

gn — g fOIgt <fn7gn> - <fag>'
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2.4 Konstruktion des Wiener-Integrals

Integrale (auch stochastische) werden tiblicherweise wie folgt konstruiert:
Man definiert zunéchst fiir ,elementare“ Funktionen das Integral als geeignete
Summe. Danach setzt man das Integral auf eine gréflere Klasse von Funktio-
nen durch einen Grenziibergang fort. Die Frage ist dabei immer, unter wel-
cher Art von Grenzwertbildung (elementarer Funktionen) sich das Integral
ystetig verhalt“. Beim MaB-Integral sind dies monotone Grenzwerte, beim
Wiener- und Ité-Integral sind es £2-Grenzwerte (zunichst jedenfalls, vgl. die
Diskussion am Ende von Abschnitt 4.2). Als erstes sind die ,elementaren®
Funktionen festzulegen:

Notationen. Der Vektorraum aller (reellen) Treppenfunktionen auf R sei die
Menge aller Linearkombinationen von Indikatorfunktionen 1y, p, kurz

T(R) :=lin{lap)|a,b € R,a < b}. (2.12)
Der Vektorraum aller Treppenfunktionen auf [a, 5] C Ry sei definiert durch

T ([, B]) == {9lja,) = 9 € T(R)}. Ist f € T([a, 8]) so gibt es Zeitpunkte ¢;
mit a =ty <t <--- <ty = B sowie e¢; € R, sodass gilt:

i

f(t) = ej]‘[tj7tj+1)(t) + eNl{g} (t) , Vt € [a, ﬁ] . (2.13)
J

Il
=)

Definition. Ist (B;);>o eine reelle BB und f durch (2.13) gegeben, so heifit

N-1

B
_ / f(t)dB ¢;(By,\ — By). (2.14)

7=0
das (einfache) Wiener-Integral (von, bzw. iiber f).

Aufgabe 2.c. Man zeige, dass I(f) wohldefiniert ist, also nicht von der
spez1ellen Darstellung der Treppenfunktion f abhingt. Man zeige weiter,
dass I,(f f f(s)dBs, t € [a, (], einen (pfad-) stetigen Prozess definiert.

Bemerkung. Der Wert ey [= f(5)] in (2.13) taucht im Integral (2.14) nicht
auf. Wir kénnen ihn deshalb 0.B.d.A. in Zukunft einfach weglassen.

Lemma 2.13 (Elementare Itd-Isometrie). Fir (2.14) gilt:

B B
Bl swa) = [ rwP. (2.15)

Beweis. Der entscheidende Trick der stochastischen Integrationstheorie (das
Verschwinden der ,Nicht-Diagonalterme®) ist bereits in folgender kleinen
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Rechnung enthalten. Sie macht wesentlich von der Unabhéngigkeit und Zen-
triertheit der Zuwichse Gebrauch:

/ f(t)dBy)?] = Ze €j(Bt;r = Bi;)(Briy, — Bti)]
—Ze E Bt1+1 —B1) ]

+ Z eiejE[(Btj+1 - Btj)(Bti+1 - Btl)]
i#£]

B
= Yo ektia -t = [ 150l 0

Gleichung (2.15) ist der Schlissel zur Erweiterung des Wiener-Integrals. Sie
besagt, dass die lineare Abbildung f +— I(f) eine Isometrie vom Raum
(T ([er, B]), () £2(ja,8),n)) mach L2(P) ist. Diese Abbildung lisst sich damit
stetig fortsetzen auf den L2([v, 8], N)-Abschluss von T ([, 8]), d.h. auf alle
f € L*([a, 8], \) die Grenzwert geeigneter f, € 7 ([, 8]) sind: Aus f, — f
in £%([a, 8], A) folgt némlich, dass (f,,) eine CF in £%([e, 8], \) ist, sodass
wegen der Ito-Isometrie auch (I(f,)) eine CF in £2(P) ist, deren Grenzwert
man mit I(f) bezeichnet. Die Bestimmung des £2-Abschlusses von 7 ([a, 3])
ist damit von zentralem Interesse. Wir bendtigen dazu zwei Vorbereitungen
die auch in anderem Zusammenhang nochmals verwendet werden:

Satz 2.14. Sei R ein Ring tber Q und p ein o-endliches Maf auf o(R).
Dann gibt es zu jedem A € o(R) mit u(A) < oo eine Folge (Ap)nen in R,
mit (A, AA) — 0 fiir n — 0.

Beweis. Nach Eindeutigkeitssatz und Carathéodory-Konstruktion gilt

p(A) = inf{ " p(By)| Upex Br D A, By € R Vk € N},

n=1

Zu £ > 0 existieren also By € R mit Y, pu(Bg) < p(A) + /2, und mit
A" = U2 B, D A. Somit gilt

(AN\A) = p(A') — Z w(By) — u(A) <e/2.

Fir A4, = U}_;Br € R gilt A, T A, und somit auch A"\A,, | 0. Wei-
ter definiert pa/(F) := u(A’ N F) ein endliches Ma auf F, woraus sich
w(AN\A,) = par(A'\A,) | 0 ergibt, d.h. u(A'\A4,) <e/2 fir n > ng. Mit

A NA = A\NAUA\A, c A\NAUA\A,
folgt (A, AA) < u(A\A) + p(A'\A,); jeder dieser Terme ist < /2. O
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Notation. Ist F eine Teilmenge eines reellen (bzw. komplexen) Vektorraumes
V, so bezeichnet linE die Menge aller reellen (bzw. komplexen) Linearkom-
binationen von Vektoren aus E.

Lemma 2.15. Sei (Q, F, 1) ein Maffraum und p € [1,00). Dann ist
F:=1lin{l4]| A€ F,u(A) < oo} (2.16)

dicht in LP(u). Ist p ein o-endliches Maf$ auf F und H ein Halbring mit
F =0o(H), so kann F in (2.16) durch H ersetzt werden.

Beweis. Sei f € LP(u) mit f > 0. Dann gibt es f, € E(Q,F) mit f, ~ f
(punktweise). Damit ist auch f£ € E(Q,F) und es gilt f? 7 fP, sodass

[mau s [5rau<oc

folgt. Insbesondere folgt aus [ f?dp < oo, dass f,, € F fiir alle n € N gilt.
Die Abschétzung |f, — f|? < (2f)P und majorisierte Konvergenz zeigen, dass
fn gegen f in LP konvergiert. Ist f = fT — f~ € LP beliebig, so approximiere
man f* und f~ in £P monoton durch nichtnegative f € F. Die Funktionen
fn = fF — f € F konvergieren dann gegen f in LP.

Sei schliefilich o(H) = F. Da (2.16) dicht ist in £P geniigt es fiir jedes
A€ F mit u(A) <ocein f € lin{ly|H € H,u(H) < co} anzugeben mit

If =14l <e.

Nach Satz 2.14 gibt es ein B € R(H) mit u(BAA) < e. Dieses B besitzt
eine Darstellung B = Uj}_, Hj mit disjunkten Mengen Hj, € H (vgl. den
Abschnitt 1.1). Mit f:=15 =) ,_, 1, € lin{ly, H € H} folgt

If =1allp = 15 = Lalf = W(BAA) <e. O

Bemerkung. Lemma 2.15 ist von strukturellem Interesse, besagt es doch,
dass man sich anstelle von (2.16) auf spezielle Indikatormengen A € H be-
schréanken kann. Dies ist wichtig, weil man die Form eines allgemeinen A € F
fast nie angeben kann. Stattdessen hat man aber oft explizit einen erzeugen-
den Halbring H von F zur Verfiigung. Dies ist beispielsweise so im folgenden
Korollar, in dem wir nun miihelos den Dichtheitssatz fiir die Erweiterung des
einfachen Wiener-Integrals erhalten.

Korollar 2.16. Fir jedes p € [1,00) ist der Raum der Treppenfunktionen
T (R) dicht in LP(R, ). Entsprechend ist T (o, 8]) dicht in LP([e, 8], A).

Beweis. Es geniigt die erste Aussage zu beweisen, denn man kann jedes
f € L£P(lo, B],A) durch Null zu einer Funktion f € LP(R,\) fortsetzen;
konvergiert dann g, € T(R) gegen f in LP(IR,)), so konvergiert offenbar
Gnlia,s) € T([o, B]) gegen f in LP([a, B],)). Die erste Aussage folgt aber
aus Lemma 2.15, da A ein o-endliches Maf auf o(H) = B(R) ist, mit dem
Halbring H = {[a,b)| a < b} iiber R. O
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Definition. Sei f € £2([a, 8], ), und (f,,) eine Folge von Treppenfunktionen
die gegen f im quadratischen Mittel konvergiert. Dann ist das (einfache)
Wiener-Integral von (bzw. tiber) f definiert durch

/f t)dBy := L*(P —hm/ fn(t)dB; .

n—oo

Bemerkungen. 1. I(f) ist eine P-f.s. eindeutig definierte Z.V.: Sind (f,,), (f»)
zwei approximierende Folgen in 7 ([«, ], so konvergiert f,, — fp in L2%([a, 8], N)
gegen Null, und damit I(f, — fn) = I(fn) — I(fn) in £2(P) gegen Null. 2. Ist
f=f i sogilt I(f) = I(f), denn f und f werden durch dieselbe Folge von
Treppenfunktionen in £2([a, 8], \) approximiert. Das Wiener-Integral ldsst
sich also fiir Integranden f € L?([a, 8], \) definieren, indem man aus einer L2-
Klasse f einen beliebigen Reprasentanten auswahlt, und damit das Wiener-
Integral berechnet. 3. Neben dem einfachen (,,1-fachen*) Wiener-Integral gibt
es allgemeiner n-fache Wiener-Integrale [ f(t1,...,tn)dBy, ---dB, , welche
in der Theorie des Hilbertraumes L?(P) eine zentrale Rolle spielen (Chaos-
Entwicklungen). Dies ist hier im Weiteren aber nicht von Interesse.

Wir zeigen nun, dass I(f) eine Gaufische Z.V. ist. Hierzu folgende Notation:
CcR) :={f € CR) [T, Bl CR: flja,gc = 0}
Lemma 2.17. Seien p1 und ps endliche Mafe auf B(R). Dann gilt:

/fdm:/fduz VieC(R) = p1=ps.
R R

Beweis. Sei a < b. Wihle ny € N derart, dass a + 1/ng < b — 1/ng. Definiere
fiir n > ng die Trapezfunktionen

0 fir ¢ [a, D]

n(z —a) firze [a,a+l]
n

fal@) = 1 fir z € [a+ l,b — 1] (2.17)
n n

1
nb—z) firze[b——,0.
n
Dann gilt offensichtlich f,, /" 1(,.). Mit monotoner Konvergenz folgt

/fn dpy — /1(a,b) dpy = /u'l((a7b))'

Entsprechend gilt [ f,, dus — pa((a,b)). Da die Integrale nach Voraussetzung
ﬁbereinstimmen folgt p1((a,d)) = pa((a,d)). Fir die Intervall-Folge A, :=
(a—£,b) gilt A, | [a,b). Die Stetigkeit endlicher Mafie ergibt

pi(la, b)) = lim pi(An) = lim pa(An) = p2(la, b))

Die beiden Mafie stimmen also auf dem Halbring H(RR) iiberein und damit
(nach Satz 1.2) auf ganz B(IR). |
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Korollar 2.18. Sei (X,,) eine Folge von N (pin,c2)-verteilten Zufallsvaria-
blen, die in L2(P) gegen X konvergieren mit Var[X] > 0. Dann ist X
N(u, 0?)-verteilt, wobei p = lim p,, und 0 = limo?2 gilt.

Beweis. Mit X,, — X in £2(P) folgt || X,|/zz — || X]|c2, und weiter E[X,,] =
(X, 1) 2 — (X, 1) 2. Hieraus erhélt man u,, — p und damit auch o,, — o.

Sei im Weiteren 0.B.d.A. die Folge (X,,) P-f.s. konvergent (sonst wihle
geeignete Teilfolge). Fiir jedes f € C.(IR) konvergiert dann auch f(X,,) P-f.s.
und da f beschrankt ist folgt mit majorisierter Konvergenz

/f dPH/f )ydP, firn — oco.

Ausgedriickt in Verteilungen heifit dies

/f )dPx, ( —>/f )dPx(z), firn — oco. (2.18)

Nun gilt, wiederum mit majorisierter Konvergenz,

.Lf@MRn()\ﬁmﬂ/f ryesp{~ bl ya,
=E/f(ony+un)e_y 2dy
— %/f(ayﬂw)e‘f/zdy

wﬁﬁ/f

Der Vergleich mit (2.18) ergibt

Aﬂw&x %mﬂ/ Hdr, Ve (R),

sodass mit Lemma 2.17 folgt: Px = v, 52. |

Mit diesen Vorbereitungen erhalten wir nun leicht:

Satz 2.19 (Eigenschaften des einfachen Wiener-Integrals). Fir jede Funktion
f € L2%([a, B8], A) ist das Wiener-Integral I(f) normalverteilt mit

E| / ’ f(t)dB,] =0, (Zentriertheit) (2.19)

A 2
E[(/a f@)dBy)] = || f1|%2 . (It6-Isometrie) . (2.20)
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Beweis. Seien f,, Treppenfunktionen mit f,, — f in £2([a, 8], \).

N,—1
_ _ (n)
=1I(fn) = ;O e (B, — Byw) (2.21)

hat dann offensichtlich Erwartungswert p,, = 0, und wegen (2.15) Varianz

= ||fnll%2. Es gilt also lim, = 0 und limo2 = ||f|%.. Nun ist (2.21)
normalverteilt, als Summe von unabhangigen Gauflschen Zufallsvariablen.
Der Grenzwert X = f ﬂ t) dB; ist nach Korollar 2.18 normalverteilt und es
folgen die Gleichungen (2 19) und (2.20). O

2.5 Wiener-Integrale als stetige Prozesse

Betrachtet man das Wlener—Integral als Funktion der oberen Integrations-
grenze, also t — X; := fo s)dBs, so definiert dies keinen stochastischen
Prozess, weil hierzu (per Deﬁnltlon) fir alle (¢,w) die Werte X;(w) definiert
sein miissen. Zwar kann man fiir jedes feste ¢ eine P-f.s. eindeutige Wahl fiir
Xi(w) treffen (und damit einen Prozess definieren), aber eine andere Wahl
X, (w) unterscheidet sich davon fiir alle w aus einer Nullmenge N;. Die Pfade
t — Xi(w) unterscheiden sich dann auf der Menge Uiy Ny, und dies muss
keine Nullmenge sei. Daher ist (X;);>0 a priori in keiner natirlichen Weise
(auch nicht P-f.s.!) als Prozess eindeutig definierbar.

Notation. Sei X = (X¢)ter eine Familie von P-f.s. eindeutig definierten
Zufallsvariablen. Jeder Prozess (X;)icr der fiir alle t € I die Eigenschaft
P(X; = X;) = 1 besitzt heifit eine Version von X.

Bemerkungen. 1. Man beachte, dass Versionen und Modifikationen fast das-
selbe sind: Beim einer ;Modifikation “ ist aber das Ausgangsobjekt bereits ein
echter stochastischer Prozess (mit wohldefinierten Pfaden). 2. Vorsicht: Der
Begriff ,Version“ wird in der Literatur nicht vollig einheitlich verwendet. 3.
Das oben angesprochene Problem nicht kanonischer Versionen entféllt, wenn
die Familie (X;);>o (von P-f.s. definierten Z.V.n) eine stetige Version X be-
sitzt: Jede andere stetige Version X ist dann némlich eine Modifikation von
X, sodass X und X ununterscheidbar sind (Lemma 2.4). In diesem Sinne
sind also stetige Versionen eindeutig.

Folgender Satz ist unsere Grundlage fiir die Konstruktion einer stetigen Ver-
sion des Wiener-Integrals. Im Spezialfall Y; =1 (fir ¢ = 1,...,n) gibt dieser
Satz die klassische Kolmogorovsche Maximalungleichung an.

Satz 2.20 (Verallgemeinerte Kolmogorovsche Maximalungleichung). Es seien
Xi,..., Xn, Y1,..., Yy Zufallsvariablen in £L2(Q2, F, P) mit den Eigenschaften

(a) XZ'J_l_(Xl,...,Xi,17Y1,...7Yn),fd?”i:].,...,n
(b) E[X;]=0, firi=1,...,n
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Dann gilt fir alle e > 0:

n

max |ZX Y| >e) < = ZE[X,?YE]. (2.22)

1<k<n 82 ;
i=1
Beweis. Wegen X; AL Y; ist Sy := Y1_, X,Y; € L2(P). Weiter gilt
k k
Z (XY, X;Y5) =) E[X}Y7, (2.23)
=1 i=1
denn fiir i < j ist X;Y;Y; 1L X, also E[X,Y;X,Y;] = E[X;Y;Y;]E[X;] = 0.
Sei nun A; := {|S1]| > €}, und fiir k =2,...,n sei
Ay := {max{|S1],|S2], ..., |Sk=1]} <&, |Sk| >¢€}.
Dann besteht die disjunkte Vereinigung
A1 U---UA, = {max{|S1],...,|]|} > e} = A. (2.24)
Um (2.22) zu beweisen geniigt es nun
E[S%14,] > 2P(Ay), Vk=1,...,n (2.25)

zu zeigen, denn hieraus folgt mit (2.23) und (2.24):

n

S EX2Y2) = B[S > E[S214] = Y B[S
k=1

i=1

>e? znj P(Ay) =*P(A).

k=1
Schreibt man S21,4, in der Form (S + (S, — Sk))?14,, so folgt

S214, = S21a, +2Sk14,(Sn — Sk) + (S, — Si)?14,
> 521Ak + 25,14, (Sn — Sk) - (2.26)

Firi <k <j<ngilt X,Y;14,Y; 1L X, denn wegen Voraussetzung (a) gilt
A € 0(X;,Y;|1 <i<k) 1 X;. Also folgt fiir kK < n:
k n
E[Sk14,(S =Y > E[Xi¥ilaY;X;]=0.
i=1 j=k+1

Nimmt man nun von (2.26) den Erwartungswert, so folgt (2.25). m|



36 2 Prozesse und Wiener-Integrale

Man beachte, dass Wiener-Integrale fiir Treppenfunktionen wie in obigem
Lemma von der Form Y X,Y; sind (mit Konstanten Y;), sodass auch dafiir
eine Abschétzung der Form (2.22) zu erwarten ist. Der Beweis des nun fol-
genden Korollars ist gleich so formuliert, dass wir ihn ohne Anderung fiir
It6-Integrale iibernehmen werden (dann aber mit Z.V.n Y;).

Korollar 2.21. Fir Treppenfunktionen f € T ([a, (]) gilt:
max |/ f(s)dBs| >¢€) < / f2(s)ds]. (2.27)

Jity41)- Dann gilt ff f(s)dBs =

Z;V 01 ej(Bt;,, — Bi,). Offenbar erfiillen die Z.V.n X; := B;,,, — By, und
Y; := e; die Voraussetzungen von Satz 2.20, sodass folgt:

Beweis. Sei f dargestellt als f = Z;V;Ol el

J+1

\ /\

N-1
Zef Bty+1 - J)]

= / F2(s) ds] . (2.28)

k
P(%§§|z%ej(3tj+l _Btj)l > E)
j=

Wiéhle nun eine Zerlegungsnullfolge (Z,,) von [a, 8] mit der Zusatzeigenschaft
{to,...,tn} C 2, C Zp41, fiir alle n € N. Dann gilt A, T A, soll heiflen

k ¢
Nn_l 71
maé(\ g e; t(n th(w,>)|>€}T{tIEIEa>E]\/ f(s)dBs| > e} .
=0 Fi a, «

Denn: A, C A,41 folgt sofort aus Z,, C 2,41, und Upen A, = A sieht man
wie folgt: Fir jedes n € N gilt

k
n k+1
1> e )(Bt;@l = Bym)| =] / (s)dB,|, (2.29)
j=0

sodass A, C A folgt, also Upen A, C A. Ist umgekehrt w € A so gibt es ein
t' € [a, B mit ([0 f(s)dB,)(w)| > e. Dat s ([ f(s)dB,)(w) stetig ist gibt
es ein t,(:gl € UneNZn, sodass die rechte Seite von (2.29) > ¢ ist, alsow € A,,.

Ersetzt man nun iberall in (2.28) N durch N, so ergibt der Grenziiber-
gang fiir n — oo die Abschitzung (2.27). D

Wir betrachten nun das Wiener-Integral als Funktion der oberen Grenze.
Die zuldssigen Integranden f : [a,00) — R sind dann offenbar genau die-
jenigen Funktion mit flj, g € £L*([ov, 8], A), fiir alle 3 > «, welche wir mit
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L3 (o, 00)) bezeichnen [bzw. allgemein mit £} ([a, 00)), fiir p > 1]. Zu je-

dem f € £2 ([0,00)) legt das Wiener-Integral die Familie (fot fsdBs)te(0,00)
von P-f.s. definierten Z.V.n fest. Die Existenz einer stetigen Version solch ei-
ner Familie wird mit folgendem elementaren, aber duflerst niitzlichen Lemma
von Borel-Cantelli bewiesen. (Die meisten Aussagen iiber das pfadweise Ver-
halten stochastischer Prozesse werden damit bewiesen.)

Lemma 2.22 (Borel-Cantelli). Sei (2, F, P) ein W-Raum und (A,)nen €ine
Folge von Ereignissen. Dann gilt

ZP ) <o = P({we€ Qwe A, unendlich oft}) =0.

Beweis. Sei A := {w € Q|w € A,, unendlich oft}. Dann gilt fiir jedes ¢ € N
A c U7, Ay, und hiermit, wegen der Subadditivitit von P,

A) giP(An), VieN.

Fiir i« — oo geht die rechte Seite gegen Null, sodass P(A) = 0 folgt. |

Satz 2.23 (Stetige Version fiir Wiener-Integrale). Sei f € £ ([0,00)). Dann
besitzt ( fo 5) dBs)ie[0,00) €ine stetige Version.

Beweis. Nach Lemma 2.1 geniigt es zu zeigen, dass ( fo 5) dBs) o, fiir je-
des (feste) T' > 0 eine stetige Version besitzt. Seien hlerzu fn € 7([0,TY]), mit
fn — f in /32([0 T],A) gewéhlt. Dann sind die w-weise definierten Prozesse

= fo fn(s) dBs pfadstetig (sieche Aufgabe am Anfang von Abschnitt
2 4) und mit Korollar 2.21 folgt weiter

1 2
P(mase |(8) = In()] > 3) < 336 = FullZs =0,

fiir n,m — oo. Insbesondere gibt es zu A = 1/2* ein n;, € N, sodass gilt

1 1
P(”Ink_lm”oo>27k) < ﬁa Vm>ng.
Wé&hlt man dabei 0.B.d.A. ny < ny < ---, so folgt (setze m = ngi1)
1 1
(HIn - nk+1Hoo 27) < ﬁ, VkelN.

Wegen > p-, 1/k* < oo folgt mit Borel-Cantelli, dass

1
= {|Iny — Inpylloo > o fiir unendlich viele &}

eine P-Nullmenge ist. Somit gilt fiir alle w € N¢:

1
||Ink('7w) - Ink+1('aw)||00 < 27]@7 vk > ko(w).
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Stellt man fiir I € N den Zuwachs I, (-,w) — Ip, ,(-,w) als Summe von
Einzelzuwachsen dar, so folgt mit der Dreiecksungleichung

1 1 1 1 2
||Ink("w)_1nk+z('aw)||00 = 2k(]‘+ 2 + 53 22 +eeet 91— 1) < 27k’ VIieN.

Somit ist die Funktionenfolge I, (-,w) = ( [y fn, (s) dBs)(w) fiir jedes w € N°
eine gleichméfige Cauchy-Folge auf [0, T], konvergiert also gegen eine stetige
Grenzfunktion die mit I;(-,w) bezeichnet sei. Insbesondere folgt fiir jedes
t € [0,T] die punktweise Konvergenz

/Ot Jni (8) dBs(w) — I(t,w), Yw € N€. (2.30)

Fir w € N werde I¢(t,w) := 0 gesetzt. Nach Wahl der f,, gilt weiter

fnmw&H/U@wsmﬁw»

Mit (2.30) folgt If(t,w) = (fo B;)(w), fir P-f.a. w. Der Prozess Iy

erweist sich damit als eine stetlge Versmn von fo 5) dBs)ieo,1]- O

Sind (X¢)¢>0 und (Xt)tzo zwel stetige Versionen von (f(;5 fs dBs)i>0, so gilt
fiir jedes ¢ die P-fast sichere Gleichheit X; = X,. Nach Lemma 2.4 sind X und
X somit sogar ununterscheidbar, sodass man ohne essenzielle Mehrdeutigkeit
auch von der stetigen Version des Wiener-Integrals sprechen kann.

Notation. Von nun an werde mit ( fo s)dB )t>0 stets eine stetige Version
des Wiener-Integrals bezeichnet.

Aufgabe. Man zeige: Ist (f,)nen eine Folge in einem metrischen Raum
(M, d) mit d(fn, fn41) < cp und Y07 ¢, < 00, 80 ist (fn)nen eine Cauchy-
Folge in (M, d). (Vgl. Beweis von Satz 2.23.)

Abschlieflend diskutieren wir eine ,Produktregel® fiir C!'-Funktionen und
Wiener-Integrale. Diese ist ein einfacher Spezialfall der Produktregel fiir 1t6-
Integrale. Wir werden sie in Kapitel 3 benotigen.

*Lemma 2.24. (Partielle Integration). Sei g € C*(Ry), f € £ (R4, )
und Y; = fo s)dBs. Dann gilt die P-fast sichere Gleichheit

W%Kzlnﬂ®%+AMQMM&. (2.31)

(m) g0

Beweis. Sei {s; ,"',55\73 }nen eine Zerlegungsnullfolge von [0, ¢] und

N,—1

gn(s) == Z g(sg.n))l[ () G

) )
+1
7=0 J

(s).
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Zunichst zeigen wir, dass im Sinne von £2(P)-Konvergenz fiir n — oo gilt:

N,—1

> o) Ve, = Vo) = [ o)1) aB. (2:32)

J=0

Die linke Seite hiervon lasst sich schreiben als

N1l rsji .
JZ::O /Sj gn(S)f(s)st:/O gn(5)f(s)dBs .

Mit der Ito-Isometrie folgt hieraus

B / g (3)(5) dB,— / 9(s)/(s) dB,)?] = / (ga(5)—g(s))* f2(s) ds — 0,

also (2.32). Durch Umordnung von Termen der Summe in (2.32) erhélt man
andererseits (lasse Index n weg)

9(50)Ys, +9(s1)(Ys, = Ysy) + -+ 9(58-1)Ysy — Yer_,)
= (9(s0) — g(51))Ys, + (g(s1) — g(52))Ys, + -~
4 (g(sn-1) — 9(sn))Ysy +9(sn) Y5y
=9¢'(01)(so — 51)Ys, + -+
o+ g (ON)(sn_1 — sN)Ysy +g(t)Ye. (2.33)

Die letzte Gleichung folgt aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung
mit geeigneten 6; € [s;_1, s;]. Ersetzte nun in (2.33) Y, durch Yp,, auf Kosten
des Fehlers g'(0;)(sj — s;j41)(Ys, — Yp,). Da Y (w) auf [0, ] gleichméfig stetig
und ¢’ beschrinkt ist konvergiert die Summe dieser Fehler gegen Null fiir
n — oo. Die durch Yy, modifizierten Terme in (2.33) bilden (bis auf das
Vorzeichen) eine Riemann-Approximation fiir fot Y,q'(s) ds. Grenziibergang
in (2.33) ergibt schliefllich (2.31). O

Bemerkungen. 1. Gleichung (2.31) lasst sich in differentieller Form (informell)
schreiben als
d(g(t)Yr) = Yidg(t) + g(t)dY:,
mit dY; = f(t)dB; und dg(s) = ¢'(s) ds. 2. Speziell fiir f = 1 erhélt man
t

9(t)B, = / g(s) dB, + / By dg(s). (2.34)

Indem man (2.34) nach dem Wiener-Integral auflost erhélt man offensichtlich
(fiir g € C1(Ry)) eine stetige Version von (fotg(s) dBs)>0. 3. Die Produkt-
regel (2.31) wird in Gleichung (5.35) fiir allgemeinere stochastische Integrale
verallgemeinert werden. 4. fot Bs(w)g'(s)ds in (2.34) lésst sich nicht weiter
explizit ,ausrechnen®, da B(w) irgendeine stetige Funktion sein kann. Im
Gegensatz zu Riemann-Integralen gibt es daher fur Wiener-Integrale keine
skonkrete Integralrechnung“.
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Anwendung:
Lineare stochastische Differentialgleichungen

Noch mehr als in der Theorie gewdhnlicher (nicht-stochastischer) Differenti-
algleichungen spielt der ,lineare Fall“ fiir stochastische Differentialgleichun-
gen (SDGen) eine Sonderrolle: Die linearen Gleichungen besitzen analytisch
darstellbare Losungen, es lassen sich leicht starkere Existenz- und Eindeutig-
keitsaussagen beweisen als fiir nichtlineare SDGen, und die Losungen bilden
GauB3-Prozesse (bei unabhéngigen Gaufschen Startwerten). Dies bedeutet ei-
nerseits eine vollstandige stochastische Charakterisierung, und macht ande-
rerseits eine relativ einfache Analyse stationdrer Losungen méoglich. Die linea-
ren SDGen nehmen aber auch vom Standpunkt der Anwendungen eine Son-
derstellung ein: Nicht nur lassen sich manche realen Modelle damit konkret
analysieren, wie wir am Beispiel physikalischer BBen sehen werden, sondern
es werden (etwa bei Ingenieursanwendungen) oftmals nichtlineare Modelle
stiickweise linearisiert und damit approximativ berechenbar. Ein wichtiges
Beispiel hierfiir sind erweiterte Kalman-Bucy-Filter, vgl. etwa [Le].

3.1 Motivation: Die Langevin-Gleichung

Betrachten wir nochmals ein mikroskopisches Teilchen, welches sich in ei-
nem (ruhenden) Medium (Gas oder Fliissigkeit) bewegt. Im Gegensatz zu
Abschnitt 2.2 modellieren wir nun aber nicht die Position des Teilchens,
sondern seine Geschwindigkeit (die Position folgt durch Integration des Ge-
schwindigkeitsprozesses). Dadurch wird der Trégheit des Teilchens Rechnung
getragen; insbesondere werden wir in Abschnitt 3.3 sehen, dass das unphy-
sikalische Kurzzeitverhalten der mathematischen BB dadurch beseitigt wird.
[Man rufe sich nochmals die Modellierung der BB aus Abschnitt 2.2 in Erin-
nerung.] Der Einfachheit halber betrachten wir wieder nur eine Komponente
des Geschwindigkeitsvektors unseres Probeteilchens, die mit v; bezeichnet
sei (Zeitpunkt ¢). Wir nehmen an, dass sich v durch sukzessive harte Stofe
des Teilchens mit den umgebenden Molekiilen dndert. Bewegt sich das Teil-
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chen im Medium, so treffen pro Zeiteinheit bevorzugt Molekiile entgegen der
Bewegungsrichtung auf das Teilchen. Es wird dadurch abgebremst, wobei
die Bremskraft umgekehrt proportional zu v ist (Stokessches Gesetz). Die
Proportionalititskonstante heifle (. Diesem summarischen Effekt iiberlagert
sind Fluktuationen durch die Molekiilstéfle, sodass sich der Impuls mv (mit
Teilchenmasse m) im kleinen Zeitintervall T = [t, t + At] wie folgt dndert:

mAvy = —Cu At + Zpi . (3.1)

Die p; sind dabei die Impulsénderungen des Teilchens, welche durch die ein-
zelnen Molekiile verursacht werden, abziglich ihres anteiligen Beitrags zur
summarischen Drift. Aufgrund der Massentragheit dndert sich v nur duflerst
wenig fiir Zeiten At, in denen immer noch sehr viele Molekiilstof3e erfolgen.
Betrachtet man die p; in (3.1) als u.i.v., so ist die Summe approximativ
normalverteilt. Beachtet man noch, dass in gleich langen Intervallen etwa
dieselbe Anzahl von Stéflen auftritt, so folgt

mAv, = —Cu At + YAB, (3.2)

wobei sich (wegen Unabhéngigkeit) die AB; als Zuwéchse einer (mathemati-
schen) BB im Intervall T auffassen lassen. In der Physik ist es nun iiblich eine
solche Gleichung durch At zu dividieren und anschliefend zur Differentialglei-
chung (via At — 0) iiberzugehen. Dies ist aber keineswegs zwingend, und in
Anbetracht der nicht existenten Ableitung Brownscher Pfade auch gar nicht
angezeigt. Stattdessen summiere man alle Zuwéchse (3.2) iber kleine Zeit-
intervalle von 0 bis ¢, und gehe danach zum Grenzwert tiber. Nach Division
durch m erhélt man so formal fiir v die Integralgleichung

t t
vy — Vg = —/ B ds —|—/ odB,, (3.3)
0 0

mit §:= ¢/m und o := v/m. Dies wird abgekiirzt durch die Schreibweise
dvy = —pvgdt + o dBy . (3.4)

Bemerkungen. 1. Gegen den Ubergang von einer Summe Y. o(t;)AB;, zu
einem Integral [ o(t) dB, lisst sich einwenden, dass fiir zu kleine At; die Mo-
dellierung der AB;, als Brownsche Zuwéchse versagt. Dies macht aber nur
dann Probleme, wenn sich die Funktion (oder der Prozess) o innerhalb so
kurzer Zeiten ,merklich“ &ndert: Ist o etwa auf [t,t + At] konstant (wie bei

(3.3)), so gilt cAB; = :JFM o dBy, d.h. der Ubergang von At zu noch klei-
neren Zeiten hat keinen Einfluss auf den Wert des Integrals. Bei hinreichend
langsam verdnderlichem o stellt daher das Integral eine gute Approximation

der Summe dar, auch wenn die Modellierung der A B, fiir kleine At versagt.
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2. Bei der Integralgleichung (3.3) handelt es sich um ein Anfangswertpro-
blem (AWP) fiir einen stochastischen Prozess v, zum Anfangswert vg. Da die
rechte Seite eine stetige Version besitzt, so sollte die gesuchte Losung v (die
linke Seite) ein stetiger Prozess sein; hiermit kann man dann insbesondere
das erste Integral in (3.3) w-weise als Riemann-Integral interpretieren. 3. Bei
(3.4) handelt es sich um das historisch erste Beispiel einer (linearen) sto-
chastischen Differentialgleichung, welche als Langevin-Gleichung bezeichnet
wird (Langevin 1908). Anstelle von (3.2) hat Langevin tatsichlich die Glei-
chung mi(t) = —(i(t) + F(t) mit einer ,schnell fluktuierenden statistischen
Kraft F'“ untersucht. Auf dieser Gleichung aufbauend wurde die Theorie der
physikalischen BB weiterentwickelt durch Ornstein, Filirth, Uhlenbeck und
anderen (Details hierzu findet man in [Wax,Ne,CK]). Die Interpretation als
Integralgleichung (3.3) wurde erstmals von Doob [Do3] gegeben.

Im folgenden Abschnitt werden wir AWPe vom Typ (3.3) mit zeitabhén-
gigen Koeffizienten untersuchen, und zwar fiir Prozesse v mit Werten in R.
Da der ,Rauschterm® in (3.3), d.h. fOtO'dBS, nicht von v abhangt spricht
man von additivem Rauschen. Lineare Gleichungen mit multiplikativem Rau-
schen konnen wir bislang noch nicht behandeln, denn diese erfordern den
Ito-Kalkiil; wir werden in Kapitel 6 darauf zuriickkommen.

3.2 Lineare Systeme mit additivem Rauschen

Die Behandlung von Systemen von SDGen ist unter anderem interessant, weil
sie es gestattet auch Gleichungen zweiter (und hoherer) Ordnung zu behan-
deln; derartige Gleichungen treten wegen der Newtonschen Bewegungsglei-
chungen in vielen Anwendungen der Mechanik auf (siehe etwa die Ornstein-
Uhlenbeck Theorie der physikalischen BB in Abschnitt 3.4). Die Behandlung
héherdimensionaler Gleichungen erfordert den Begriff einer k-dimensionalen
BB, was konzeptionell aber sehr einfach ist:

Definition. Ein Prozess (B;);>0 in R¥ habe unabhiingige Komponenten (d.h.
die o-Algebren U(Bt(l),t >0),... ,O’(Bt(k),t > 0) sind unabhéngig). Er heifit
k-dimensionale BB, wenn jede Komponente eine reelle BB ist.

Betrachten wir nochmals die Langevin-Gleichung (3.4). Diese modelliert
nur eine Komponente des dreidimensionalen Geschwindigkeitsvektors v ei-
ner physikalischen BB. Die beiden anderen Komponenten geniigen (fiir ku-
gelformige Teilchen) aus Symmetriegriinden derselben Gleichung, wobei al-
lerdings nicht dieselbe treibende (mathematische) BB auftritt, sondern von-
einander unabhéngige BBen. (Die Unabhingigkeitsannahme der Geschwin-
digkeitskomponenten in Gasen geht auf Maxwell zuriick und hat sich in der
kinetischen Gastheorie sehr bewéhrt (auch experimentell). Dies gibt Anlass
zu folgender Verallgemeinerung der Langevin-Gleichung (3.4):
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Definition. Sei (B;);>¢ eine k-dimensionale BB und Xy ein d-dimensionaler
Z.Vek. auf (Q, F, P). Fiir jedes t > 0 sei A(t) eine d x d-Matrix und C(t) eine
d x k-Matrix, deren Komponenten stetig von ¢ abhingen. Einen stetigen,
d-dimensionalen stochastischen Prozess (X;):>o auf (2, F, P), welcher

Xt =Xo + /t A(8) X ds + /t C(s) dBs; (3.5)
0 0

P-f.s. fir alle ¢ > 0 erfiillt, nennt man eine Ldsung der SDG
dX, = A(t) X dt + C(t) dB; (3.6)

zum Anfangswert Xg.

Bemerkungen. 1. Gleichung (3.5) ist komponentenweise zu interpretieren, wo-
bei X; und ,dB;*“ als Spaltenvektoren aufzufassen sind. Beispielsweise lautet
die erste Komponente des Wiener-Integrals wie folgt:

k t
3 / C1,(s)dBY). (3.7)
j=1"0

2. In (3.5) ist es nicht notig (wie bei nichtlinearen SDGen in Kapitel 6)
die Losung X; als A;-adaptiert vorauszusetzen. Insbesondere kann X, ein
beliebiger Zufallsvektor sein. 3. Im Folgenden unterdriicken wir meistens den
Zusatz ,P-f.s.* in Gleichungen mit Wiener-Integralen.

Die It6-Isometrie fiir Zufallsvariablen vom Typ (3.7) werden wir gelegentlich
benotigen. Thr Beweis ist eine sehr einfache Verallgemeinerung des Beweises
von Lemma 2.13 und Gleichung (2.20):

Aufgabe 3.a. Man zeige, dass fiir £2([a, (], \)-Integranden Cj, C7 gilt:

kB N EooB . ko8
E[(Z/Cj(t) dB§J>)(Z/c;,(t) dBYY] :Z/cj(t)c;(t) dt. (3.8)
j=1 @ j/=1 «@ j=1 67

Wie bei jedem AWP stellt sich auch fiir (3.5) zuerst die Frage nach der
Existenz und Eindeutigkeit von Losungen. Da (3.5) nur P-f.s. gelten muss,
so kann man bestenfalls auf eine P-fast sichere Eindeutigkeit hoffen: Ist X
eine Losung von (3.5) und X eine Modifikation von X (ebenfalls stetig), so
ist auch X eine Losung. Man kann némlich auf beiden Seiten von (3.5) X
durch X ersetzen, ohne dabei die P-fast sichere Gleichheit zu verletzen. (Man
beachte hierzu, dass nach Lemma 2.4 die Prozesse X und X ununterscheid-
bar sind.) Im Folgenden zeigen wir, dass die Integralgleichung (3.5) stets
Losungen besitzt, und dass je zwei Losungen bis auf Ununterscheidbarkeit
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gleich sein miissen. Wir werden dazu benutzen, dass es im Fall ohne Rausch-
term (d.h. C' = 0) stets eine eindeutige Losung X € C'(RR) von (3.5) gibt,
mit X (0) = 2 € R? (siche beispielsweise [Fo]). Wir beginnen mit

Satz 3.1. (Eindeutigkeit von Lésungen). Seien (X;)i>o und (Xt)tgo zwet

Lésungen von (3.5). Dann sind X und X ununterscheidbare Prozesse.

Beweis. Mit Linearitit folgt fiir den stetigen Prozess X, := X, — X;:

Xi(w) = /OtA(s)Xs(w) ds, YVt >0, (3.9)

wobei die Gleichheit fiir alle w € N¢ (mit P(N) = 0) und alle t > 0 gilt.
Wegen Xo(w) = 0 liefert der (deterministische) Eindeutigkeitssatz fiir (3.9)
die Aussage X.(w) =0, Vw € N°©. O

Die Existenz von Losungen werden wir nicht abstrakt beweisen (wie bei
nichtlinearen Gleichungen in Kapitel 6), sondern wir werden vielmehr eine
analytische Form der Losung heuristisch herleiten und nachrechnen, dass
tatséchlich eine Losung vorliegt. Dazu bendtigen wir den wichtigen Begriff ei-
ner Fundamentallosung fiir lineare Systeme gewchnlicher DGen, den wir nun
vorbereiten. Im Gegensatz zur eingeschrinkten Zeitmenge ¢t > 0 (flir SDGen)
konnen wir dabei ohne Einschrankung alle ¢ € R zulassen:

Satz 3.2. Fir j = 1,...,d sei e; € R? der j-te kanonische Basisvektor
(mit Komponenten ;). Sei weiter A eine stetige d x d-Matriz auf R und
¢; € C1(R, RY) die eindeutige Lisung von

Doy = amos0. o0 =¢;. (3.10)
Dann ist ¢(t) :== (Pp1(t), ..., ¢a(t)) die eindeutige Lisung der Matriz-DGL
Ly =amowm, o0 =1, (3.11)

wobei I die d x d-Finheitsmatriz ist. Weiter gilt det[¢(t)] > 0 fir alle t € R.

Beweis. Zunéchst einmal ist die j-te Spalte von (3.11) identisch mit (3.10),
d.h. die beiden Gleichungssysteme sind identisch. Die erste Behauptung folgt
damit unmittelbar. Zum Nachweis der zweiten Behauptung sei angenommen,
dass es ein ¢ty € R gibt mit det[¢(ty)] < 0. Da die Determinantenfunktion
stetig ist und det[¢(0)] = 1 > 0 gilt gibt es dann ein ¢’ € R mit det[p(t')] = 0.
Ist nun 0 # v € R? aus dem Nullraum von ¢(t'), so 16st v(t) := ¢(¢)v fiir alle
t € R offensichtlich das AWP
fl—:(t) = A(t)v(t), v(t')=0.

Aufgrund der eindeutigen Losbarkeit dieses Problems folgt v(¢) = 0 fiir alle
t € R, im Widerspruch zu v(0) = Iv = v # 0. |
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Korollar 3.3. Sei ¢ wie in Satz 3.2. Dann hat fir alle t,r,s € R die Matriz-
Funktion ®(t,s) := ¢(t)d(s)~! folgende Eigenschaften:

(a) 0y®(t,s) = A(t)D(¢,s),

(b) D(t,s) = D(t,r)P(r, ),

(c) det[®(t,s)] >0,

(d)  9sD(t,s) = —D(t,5)A(s) .

Beweis. Nur Eigenschaft (d) ist nicht ganz offensichtlich. Mit (a), (b) folgt:

0= i<1>(1t, t) = 05(®(t, 5)®(s,1))

ds
= (0sD(t,5))P(s,t) + P(t, 8)0:P(s, 1)
= (0:D(t,s))P(s,t) + P(t, s)A(s)P(s,1).

Multiplikation dieser Gleichung mit ®(s,#)~! von rechts ergibt (d). a

S

Aufgabe. Sei h € C(R,RY), v € R? und s € R fest. Man rechne nach, dass
das inhomogene AWP (mit Startzeitpunkt s)

dv
%(t) =At)v(t) + h(t), v(s)=wv, (3.12)

die folgende (und damit eindeutige) Losung besitzt:
t
o(t) = B(t,s) v+ / (¢, u)h(u) du. (3.13)

[Da man jedes Anfangswertproblem (3.12) in dieser analytischen Form lésen
kann nennt man ® die Fundamentallésung von © = Av.]

Bemerkung. Im eindimensionalen Fall d = 1 folgt (mittels logarithmischer
Ableitung) fiir @ sofort die explizite Darstellung

O(t,s) = of. AW
Im Fall d > 1 und A(¢) = A (eine konstante d x d-Matrix) gilt insbesondere
Pt 5) = 71,

wobei die Matrix-Exponentialfunktion fiir beliebige d x d-Matrizen M durch
eM =35> M"/n! definiert ist.

Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir nun das stochastische AWP (3.5)
16sen. Die Losung wird durch Formel (3.13) nahegelegt: Dividiert man namlich
(rein informell) Gleichung (3.6) durch dt, so erhdlt man ein AWP der Form
(3.12). Ersetzt man dann A in (3.13) durch C - dB,,/du, so fallt (immer noch
informell) du aus dem Integral heraus. Diese Uberlegung motiviert
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Satz 3.4. Die Liosung von (3.5) lautet (bis auf Ununterscheidbarkeit)
X =9(t,0) X0 + /Ot O(t,u)C(u)dB, . (3.14)
Beweis. Mit ®(t,u) = ®(¢,0)P(0, u) lasst sich (3.14) wie folgt schreiben:
X = ®(t,0) X0 + ©(¢,0) /Ot ®(0,u)C(u)dB, . (3.15)
Jede Komponente von X; — ®(t,0) Xy ist eine Summe von Termen der Form

- / ' fwdBY .

mit einer C'-Funktion g. Auf jeden dieser Terme ist die Produktregel aus
Lemma 2.24 anwendbar. Mit Z; := fg ®(0,u)C(u) dB,, folgt

X = ®(¢,0) X0 + /t %Zu du + /t O (u,0)®(0,u)C(u) dB,
0 u 0
:(b(t,O)Xo—i—/O Au) (®(u,0)Z,) du—|—/0 C(u)dB
:CI>(t,O)X0+/ Au) (X, — @(u,0)Xo) du—i—/o C(u)dB
I ACLIRY) . t )
(tOX0+/A )X, du /7&& Xy d +/OC( )dB

Bemerkungen. 1. Ist Xy unabhéngig von o(Bs, ¢ > 0) so sprechen wir ein-
fach von einer unabhdingigen Anfangsbedingung Xo. In diesem Fall sind dann
auch die beiden Losungsanteile in (3.15) unabhéngig voneinander. 2. Die
Losungsformel (3.14) ldsst sich ein wenig verallgemeinern: Beachtet man

D(t,u) = (t,5)P(s,u), so folgt mit 0 < s <t und fot = fos —l—f::
s t
Xy = ®(t,5)[®(s,0) X0 +/ ®(s,u)C(u) dBy] Jr/ O(t,s)C(u)dB,, .
0 s

=d(t,8)Xs + /t B (t,5)C(u) dBy, . (3.16)

Diese Gleichung zeigt, dass sich X; berechnen lisst alleine aus X, und In-
formationen aus dem Zeitintervall [s,¢]. Dies ist der intuitive Inhalt des Be-
griffs ,Markov-Prozess“, der aber hier nicht weiter formalisiert werden soll. 3.
Die Losungsformel (3.14) ist fiir die Untersuchung von Pfadeigenschaften der
Losungen (X;);>0 linearer SDGen (gegeniiber nichtlinearen) sehr vorteilhaft.
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GauB-Prozesse. Mit Hilfe der Losungsformel (3.14) lassen sich insbesondere
die stochastischen Eigenschaften von (X;);>o bestimmen. Zentral hierfiir ist
der Begriff der GauB-Prozesse in RY. Wir begniigen uns aber mit einigen
grundsétzlichen Anmerkungen, da wir diese inhaltlich nur fiir die Diskussion
der Beispiele im néchsten Abschnitt benotigen.

Notation. Ein Gaufi-Prozess in R? ist ein stochastischer Prozess (X;)ser in
R? mit folgender Eigenschaft: Fiir jede Wahl von Zeitpunkten ¢y, ...,t, aus
I und cq,...,¢, aus RY ist (c1, X¢,) + -+ + (cn, Xz, ) eine Gauflsche Z.V.;
dabei ist (y,x) := y121 + - - - + ygrq das Standard-Skalarprodukt in R?, und
konstante Z.V.n werden ebenfalls als Gauflsche Z.V.n bezeichnet.

Lemma 3.5. Ist Xy normalverteilt (oder konstant) und unabhdngig von
o(By,t > 0), so ist die Losung (3.14) ein Gaufi-Prozess in RY.

Beweis. In jeder Linearkombination Y := (c1, Xy,) + -+ + {(¢n, X¢,) kann
man (cg, Xt,) als £?(P)-Limes einer Summe von Wiener-Integralen iiber
Treppenfunktionen schreiben, also als Limes von Linearkombinationen der
Zuwéchse ABgii). Diese Linearkombinationen von unabhéngigen, Gauflschen
ABgii) sind (zusammen mit Vielfachen von X(()k)) ebenfalls Gaufische Z.V.n,
und somit — nach Korollar 2.18 — auch ihr Grenzwert Y. O

Eine zentrale (und praktisch wichtige) Eigenschaft von Gauf-Prozessen ist,
dass ihre stochastischen Eigenschaften vollig durch zwei deterministische
Funktionen bestimmt sind, ndmlich der Erwartungsfunktion m und der Ko-
varianzfunktion K des Prozesses X. Diese sind definiert durch

m(t) = BIX)],  K(s,t) = B[(Xs —m(s))(X; —m(1))"].

[Dabei bezeichnet MT die Transponierte einer Matrix M, und die Erwar-
tungswerte sind komponentenweise zu bilden.] Vollig bestimmt durch diese
Funktionen sind die sogenannten endlichdimensionalen Verteilungen des Pro-
zesses X, d.h. alle W-Mafle P Xty v Xep )0 welche durch die Forderung

Pix,,,..x,)(B1,...Bp) = P(Xy, € B,..., Xy, € B,)

fiir alle By,...,B, € B(R?) eindeutig festgelegt sind. [Damit ist auch die
Verteilung Px des Prozesses (sein Pfadmafl), eindeutig festgelegt, welches
wir in Abschnitt 8.4 etwas eingehender diskutieren werden.]

Bemerkungen. 1. Ist (X;);>0 ein d-dimensionaler Gau3-Prozess, so sind insbe-
sondere die Prozessvariablen X; Gaufische Zufallsvektoren in R®. Diese sind
bekanntlich eindeutig charakterisiert durch ihren Erwartungsvektor m(t) und
ihre Kovarianzmatrix K (¢,t). 2. Fiir einen Z.Vek. X schreiben wir im Fol-
genden X € LP(P), wenn jede Komponente von X in LP(P) liegt.

Im Fall der Lésung (3.14) lassen sich deren charakterisierende Daten m und
K in analytischer Form nun wie folgt berechnen:
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Satz 3.6 (Gleichungen fiir Mittelwert und Kovarianz). Sei X; die Losung
von (3.5) mit Xo € LY(P). Dann lost m(t) := E[X,] das Anfangswertproblem

m(t) = A(t)m(t), m(0) = E[Xo]. (3.17)
Mit Hilfe der Fundamentallésung ® besitzt m(t) also die Darstellung
m(t) = ®(¢,0)E[Xo] . (3.18)
Ist Xo € L%(P) und Xo 1L 0(Bs,s > 0), so gilt fiir K(s,t) := Cov[Xs, X{]:

]ﬂaﬂ:@@ﬁ%&wwd+AMiMQwCWKWN@NQWd@©Wm®.

(3.19)
Auflerdem ist K(t) := K(t,t) die eindeutige Losung der Matriz-DGL

K@) =A@)K(t) + KOA®) +C@)C), (3.20)
zum Anfangswert K(0) = Cov[Xy].

Beweis. Bildet man von (3.14) den Erwartungswert, so folgt mit der Zen-
triertheit des Wiener-Integrals (3.18). Ableitung nach ¢ gibt (3.17). Schreibt
man (3.15) als X; = ®(¢,0) X+ Y; und beachtet E[Y;] = 0, so folgt zunéchst

Cov[X,, Xi] = E[(®(5,0)Xo + Y.)((t,0)Xo + V)] — E[X,]E[X]]
®(s,0) (E[XoXg] — E[Xo] E[X{))1(¢,0) + E[Y.Y,]
= ®(s,0)Cov][Xo]®T(£,0) + E[Y,Y,1].

Mit Hilfe von (3.8) folgt Gleichung (3.19) hiermit aus

ED@K]:lﬂpéiM&uﬂ%uMB@(%;@UJUCQOdBﬁH

= /0 O (s,u)C(u)CT (u)®T (t,u) du

:ywmém¢@mamﬁwmmwm@@@m.

Setzt man in (3.19) s = ¢t und differenziert die resultierende Gleichung nach
t, so folgt mit Korollar 3.6 Gleichung (3.20). Diese Losung ist eindeutig, da
(3.20) ein lineares System mit stetigen Koeffizienten ist. O

Mit Satz 3.6 ist die allgemeine Losungstheorie der linearen SDG (3.5) im We-
sentlichen abgeschlossen. Durch diesen Satz lassen sich insbesondere die Ver-
teilungen Py, (zumindest theoretisch) explizit durch Losung der gewéhnlichen
Differentialgleichungen (3.17) und (3.20) bestimmen. Das gleiche Problem bei
nichtlinearen SDGen ist wesentlich schwieriger: Hier kann man die Verteilung
von X; nur durch Losung einer parabolischen (partiellen) Differentialglei-
chung bestimmen, was konzeptionell wie praktisch aufwandiger ist.



50 3 Anwendung: Lineare SDGen

Wie bereits erwahnt wurde ist die Modellierung von Prozessen mit gewiinsch-
ten Eigenschaften eine der Anwendungen stochastischer DGLen. Wir betrach-
ten im Rahmen linearer SDGen hierzu das folgende

Beispiel (Brownsche Briicke). Modellierungsaufgabe: Man konstruiere mit
Hilfe linearer SDGen einen (nichttrivialen) P-f.s. stetigen, .A;-adaptierten
Prozess (Xi):eo,1) mit den Randbedingungen Xo = X; = 0. Die Haupt-
schwierigkeit besteht hier offenbar darin, die Bedingung X; = 0 zu erfiillen.
Idee: Die Losung des AWPs (fiir ¢ € [0,1))

X, = —

Xo=0, (3.21)

ist hierfiir ein Kandidat: Der Prozess startet in 0 und die Drift —X; /(1 —t)
treibt ihn fiir ¢ T 1 Richtung 0, wobei die Singularitit (1 —¢)~! den Rausch-
term dB; vollig dominiert. (Diese Dominanz ist a priori nicht offensichtlich,
wird sich aber anhand der Losung als richtig erweisen.) Wir lésen das sto-
chastische AWP (3.21): Zunéchst hat die zugehorige homogene Gleichung
dX; = —(1 —t)~1 X, dt die Fundamentalldsung

(I)(t s f (1—w)~du — eln(lft)fln(lfs) _ (1 _ t)/(]_ o 8).

Nach (3.15) folgt mit dem Anfangswert X, = 0 die stetige Losung

t
&zu—w/‘wﬂ vte[0,1). (3.22)
0o 1—s

Um zu sehen, dass X durch X; := 0 P-f.s. stetig auf ganz [0, 1] fortgesetzt
wird geniigt es zu zeigen, dass eine stetige Modifikation X von X diese Ei-
genschaft hat (denn X und X sind ununterscheidbar). Wir benutzen hierzu
die aus (2.34) folgende stetige Modifikation

- t B,
—B,— (1—1) /t (ids. (3.23)
0

1—s)?
Da P-fs. By # 0 gilt divergiert das letzte Integral P-f.s. gegen +o0o oder
—oo, fiir ¢ T 1. Somit fithrt der letzte Term in (3.23) auf einen Limes der
Form ,0 - co“. Mit I'Hospital folgt nun leicht, dass dieser Term P-f.s. gegen
B; konvergiert, die rechte Seite in (3.23) also P-f.s. gegen Null geht.

Der soeben konstruierte Prozess X ist eine sogenannte Brownsche Bricke.
Die Kovarianz dieses zentrierten Gauf}-Prozesses folgt leicht: Mit

/ /MS du 1 Lo _ths
1—u 1—u (1-uw)?2 1—-tAs ~ 1—tAs’
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erhalt man sofort
tAs

EX:Xs] =1 -1 = s) 37—

=(1—-tVs)(tAs)
=tANs—1ts.

Allgemein wird jeder zentrierte, (P-f.s.) stetige Gauf$-Prozess mit dieser Ko-
varianzfunktion als Brownsche Briicke bezeichnet. Der Grund hierfiir ist, dass
man diesen Prozess auch erhélt durch (eine geeignet zu definierende) Kon-
ditionierung der BB auf das Ereignis {B; = 0}. Eine genaue Diskussion
hierzu erfordert allerdings etwas mehr Hintergrund iiber Pfadrdume bzw.
iiber Markov-Prozesse, sodass fiir Details auf [KT] oder [Kry] verwiesen sei.

Die folgende Aufgabe ist zwar elementar, aber dennoch bemerkenswert.
Sie zeigt, dass man aus einer gegebenen BB pfadweise vollig unterschiedliche
Brownsche Briicken konstruieren kann. Gleichung (3.22) ist hierfiir also nur
ein spezielles (némlich A;-adaptiertes) Beispiel.

Aufgabe. Sei (B;);>0 eine BB. Man zeige, dass folgende Prozesse (X¢)c[0,1]
Brownsche Briicken sind:

(a) Xt = Bt — tBl s
(b) Xi:= (1 =t)By/(1—t), t € [0,1) bzw. X; = 0.

Die néchste Aufgabe zeigt, dass man umgekehrt aus einer Brownschen Briicke
auch leicht eine BB konstruieren kann. Dies ist mit obiger Aufgabe (b) aber
nicht erstaunlich: Ersetzt man dort ¢/(1—t) durch ¢’ (oder dquivalent ¢ durch
t'/(1+ ), so ist die resultierende Gleichung nach By auflosbar, und man
erhélt die Aussage folgender

Aufgabe. Sei (X;)e[0,1] eine Brownsche Briicke. Dann definiert
Bt = (1 + t)Xt/(lth)
eine Brownsche Bewegung auf R, .

Schliellich zeigt die letzte Aufgabe, dass eine Brownsche Briicke keine Zei-
trichtung préferiert (trotzdem wir sie zuerst als Losung einer SDG definiert
haben). Man kann insbesondere ihren Pfaden ,nicht ansehen®, in welcher
Zeitrichtung sie durchlaufen werden.

Aufgabe (Invarianz der Brownschen Briicke unter Zeitumkehr). Man zeige,
dass mit (X¢)¢e[o,1) auch folgender Prozess eine Brownsche Briicke ist:

Xt = let; te [07 1]

Bemerkung. Anstelle einer Brownschen Briicke mit Start in ¢ = 0 und Ziel
in b = 1 kann man auch leicht allgemeine a,b € R zulassen. Dies ist mathe-
matisch aber nicht essenziell, siche etwa [Q].
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3.3 Stationare Losungen

Wir untersuchen nun die Frage, wann eine Losung von (3.5) einen stationdren
Prozess definiert. Vorbereitend dazu zuerst ein paar Grundbegriffe tiber

Stationire Prozesse. Unter einem stationiren Prozess versteht man (an-
schaulich) einen Prozess, dessen stochastische Eigenschaften sich im Lauf der
Zeit nicht dndern. Genauer: Ein Rd—wertiger stochastischer Prozess (Xi):cr,
mit I = Ry oder I = Ny, heifit (stark) stationdr, wenn fiir jede endliche
Auswahl von Zeitpunkten 0 < t1 < t5 < --- < t,, die endlichdimensionalen
Verteilungen P(thJrT““,thH) nicht von 7 > 0 abhangen.

Solche Prozesse treten in der Realitat haufig als Storeinfliissse physikalischer
oder technischer Systeme auf. Beispielsweise ist das elektrische Rauschen in
Schaltkreisen von diesem Typ, ebenso die Schwerpunktbewegung eines Fahr-
zeugs, das mit konstanter Geschwindigkeit auf unebenem Grund (,konstanter
Beschaffenheit“) fahrt. Ein einfaches Beispiel fiir einen stationdren Prozess
ist eine Folge (X, )nen, von u.i.v. Zufallsvariablen: Fir 7 € Ny gilt:

Px X, 1) = Pxippr @ @ Px,
=Px, ®...9 Px,,
=Pix,,,..x,,)
Man kann stationdre Prozesse daher als eine Verallgemeinerung solcher Fol-

gen (X, )nen, auffassen, wobei der konzeptionelle Fortschritt in der nichttri-
vialen Abhdangigkeit zwischen den Prozessvariablen besteht.

Aufgabe. Sei (X;);>0 ein stationirer Prozess in R? mit Xy € £2(P). Man
zeige, dass fiir alle ¢, 7 > 0 gilt:

E[X,] = E[Xo],  ElXw,X!] = E[X.Xg].

Diese Aufgabe zeigt, dass die Autokovarianzfunktion R(7) := Cov[X;yr, X
eines stationéren Prozesses (X;);>o tatsichlich nur von 7 > 0 abhéngt. Diese
Beobachtung motiviert einen schwécheren Begriff von Stationaritét, welcher
sich durch Beschrankung auf die ersten beiden Momente ergibt:

Definition. Ein R%wertiger Prozess (X1)t>0 mit Xy € L2(P) heifit schwach
stationdr, wenn E[X;] nicht von t und Cov[X;,,, X;] nur von 7 > 0 abhéngt.

Bemerkungen. 1. Ist K die Kovarianzfunktion eines schwach stationéren Pro-
zesses, so gilt fir ¢ > s offenbar

K(t,s) = R(t—s).

2. Bei einem schwach stationéren Prozess (X;);>0 in R ist Var[X;] = Var[Xy],
d.h. die quadrierten Schwankungen (X; — F[X;])? hingen im (Ensemble-)
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Mittel nicht von ¢ ab. Damit ist Cov[Xy, X| = E[(X; — E[X])(Xs — E[X;])]
ein ungefihres Ma$ fiir die Korrelation der Vorzeichen dieser Schwankungen.
Ist speziell (X,Y) ein Gaufischer Z.Vek., so impliziert Cov[X,Y] = 0 sogar
X — E[X] L Y — E[Y]. Insbesondere fiir zentrierte stationdre Gau3-Prozesse
bedeutet eine verschwindend kleine Kovarianz (Cov[Xy, X] < || X¢||2[| Xs|2)
spraktisch* X; 1l X;.

Schwach stationére Prozesse sind i.A. nicht stark stationér. Ist jedoch (X;)¢>0
ein schwach stationédrer Gaufi-Prozess, so ist er automatisch stark stationér.
Diese Tatsache ist einer der Griinde flir die weit verbreitete Modellierung
mit solchen Prozessen. Ein weiterer Grund ist, dass fiir sie der Ergodensatz
unter relativ schwachen Voraussetzungen gilt. Dabei handelt es sich um eine
Verallgemeinerung des starken Gesetzes der groflen Zahlen: Fiir eine u.i.v.
Folge (X,)nen, mit f(Xo) € LY(P) gilt die P-fast sichere Konvergenz

N—1
) 1
Jim Z_% F(Xn) = Bf(Xo)].
Diese Beziehung lasst sich fiir den uns interessierenden Fall stetiger sta-
tionédrer GauB-Prozesse (X;)>o in R? wie folgt verallgemeinern: Ist die Auto-
kovarianzfunktion R von X integrierbar, fooo |R(7)| dT < o0, so gilt fir stetige
f € LY(RY, Px,) die P-fast sichere Gleichheit

im [ F(X)dt = B[F(X0)]. (3.24)

Die linke Seite dieser Gleichung wird auch mit (f(X)) abgekiirzt und als
Zeitmittel von f(X)) bezeichnet. Den Erwartungswert nennt man in diesem
Kontext auch das Ensemblemittel von f(X ), und die Gleichheit (3.24) wird
als (Birkhoffscher) Ergodensatz bezeichnet. Man beachte, dass (3.24) die Er-
mittlung statistische Kenngroflen von X sehr leicht macht: Statt Ensemble-
mittelwerten kann man Zeitmittelwerte bilden, was praktisch oft das einzig
Mogliche ist. Man kann solche Prozesse also anhand eines einzigen Pfades sta-
tistisch analysieren. Hiermit kann man beispielsweise die hoheren Momente
von Xy aus einem einzigen Pfad (durch statistische Mittelung) gewinnen.

Bemerkungen. 1. Die Ergodentheorie hat ihre Wurzeln in der statistischen
Physik und in der Theorie stationédrer Prozesse. Gut lesbare Einfiithrungen
hierzu findet man z.B. in [RS,Pe]. 2. Die Eigenschaft (3.24) gilt auch fur
andere stark stationédre Prozesse, jedoch nicht fiir alle. Ein einfaches Gegen-
beispiel bilden konstante Prozesse, X; = Xg. Fiir sie lautet die linke Seite
von (3.24) einfach f(Xj), nicht E[f(Xo)].

Nach diesen begrifflichen Vorbereitungen kehren wir nun zu den linearen
SDGen zuriick. Eine allgemein niitzliche Beobachtung ist folgende:



54 3 Anwendung: Lineare SDGen

Lemma 3.7. Es sei (X;);>0 die Losung der SDG (3.5) mit unabhdngigem
Startwert Xog € L2(P). Es existiere A 1= limy_.o, A(t), C := lim;_, C(t)
und Ko := limy_,o K(t,t). Dann erfillt K., die Gleichung

AK + K AT +cct =o. (3.25)

Insbesondere gilt fiir die Autokovarianzfunktion R einer schwach stationdren
Lésung Gleichung (3.25), wobei in diesem Fall Koo = R(0) ist.

Beweis. Nach (3.20) erfiillt die Kovarianzmatrix die Gleichung
K@t)=AMW)K({t) + KOA® +C@e@)t.

Nach den Voraussetzungen des Lemmas existiert der Grenzwert der rechten
Seite, d.h. M := lim, .o, K(t) existiert. Angenommen M # 0. Dann ist
mindestens ein Matrixelement m := M;; # 0. Ist m > 0, so gilt fiir alle t > ¢
wegen K,;(t) — m die Beziehung K;;(t) > m/2, woraus K;;(t) — oo folgt fiir
t — oo. Ist m < 0, so folgt entsprechend K;;(t) — —oo. Dieser Widerspruch
zeigt, dass M = 0 sein muss. Die letzte Behauptung folgt nun daraus, dass
K(t,t) = R(0) gegen R(0) konvergiert, d.h. per Definition gegen K. m|

Bemerkungen. 1. Falls einer der Grenzwerte A oder C' in Lemma 3.7 nicht
existiert, so ist nicht zu erwarten, dass das System (3.5) einem stationéren
Zustand entgegen strebt. Insofern sind die Annahmen nicht sonderlich re-
striktiv. 2. Ein Kriterium gegen einen stationéren Zustand ist, dass Gleichung
(3.25) (zu vorgegebenen A, C) keine Losung K, besitzt. Umgekehrt bedeutet
die eindeutige Losbarkeit dieser Gleichung, dass fiir alle schwach stationiren
Lésungen von (3.5) die Gleichheit Ko, = R(0) gilt.

Der eindimensionale Fall. Wir untersuchen abschlieend diesen Fall noch
etwas genauer. Zun#chst spezialisieren wir die Aussagen aus Satz 3.6 fiir
diesen Fall, d.h. wir betrachten mit unabhingigem Startwert X, € £2(P)

dX, = a(t)X, dt + c(t) dB, . (3.26)
Mit ¢(t) := exp{ fo u)du} lautet dann die Losung
X, = ¢(t)[Xo + / o1 B.].
Sie hat Erwartungswert m(t) = E[X;] = ¢(t) F[Xo] und Kovarianzfunktion
Cov,, X = o0l (LG + [ 62 0)man). (320

Der folgende Satz zeigt, welche schwach stationédren Prozesse man mit Hilfe
von Losungen linearer SDGen darstellen kann. Den uninteressanten Fall kon-
stanter Prozesse, also X; = X fiir alle ¢, schlielen wir dabei aus.
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Satz 3.8. Sei (X);>0 eine nicht-konstante, schwach stationdre Lésung von
(3.26), mit unabhingigem Xo € L?(P). Dann sind die Koeffizienten a,c in
(3.26) notwendigerweise konstant und es gelten die Beziehungen

E[Xo] =0, a<0, ¢ = —2aE[X?]. (3.28)
Auferdem ist die Kovarianzfunktion von (X;)i>o eindeutig gegeben durch
¢ alt—s|
Cov[ Xy, Xs] = 3] et (3.29)

Beweis. Aus E[Xo] = E[X¢] = ¢(t)E[Xo] folgt E[Xo] = 0, oder ¢ ist konstant.
Im zweiten Fall gilt 0 = ¢/(t) = a(t)d(t), also a = 0. Aus (3.26) folgt dann
Xy =Xo+ fot ¢(s) dBs, sodass die Konstanz von Cov[X;| = fot c*(s) ds sofort
c =0 ergibt. Also ist X; = X fiir alle ¢.

Im Fall E[X(] = 0 folgt mit (3.27) und schwacher Stationaritat fir alle ¢:

R(r) = ot + 1)o(t) (E[X2] + /0 A(r)¢2(r)dr). (3.30)

Insbesondere t = 0 gibt R(1) = ¢(7)E[X3], wobei E[XZ] > 0 sein muss,
da sonst wegen E[XJ] = E[X?] (Stationaritit) X; = Xy = 0 gelten wiirde.
Ableitung von (3.30) nach 7 gibt a(7)R(7) = a(t+7)R(7), woraus a(t) = a(0)
fiir alle ¢ > 0 folgt. Aus (3.20) folgt mit K(t) = R(0) = E[XZ] nun

0= aB[XZ] + E[Xa+ A(t),

woraus die Konstanz von ¢ und die letzte Beziehung in (3.28) folgt. Diese
wiederum impliziert a < 0, da sonst (a,c) = (0,0) wére, und damit X; = X
fiir alle t. Ersetzt man die nun bekannten Grofien in (3.27), so folgt schliellich

tAs
Cov[Xy, Xs] = e+ (B[XZ] + 2 / e 2" dr)
0

_ pa(t+s)( _ ﬁ _ ﬁ —2a(tAs) _

- ( 2a Qa(e 1))

_ c? alt—s|

= "o e . O
Bemerkungen. 1. Nach (3.29) klingt die Kovarianz zwischen X; und X, expo-
nentiell ab, sodass fiir groBe |t — s| (und GauBsches Xo) X; und X, praktisch
unabhéngig sind. 2. Satz 3.8 ist ein Spezialfall eines Satzes von Doob aus einer
Arbeit tiber die Langevin-Gleichung [Do3]. Wie bereits erwédhnt wurde sind
die Lésungen (X;)¢>0 von (3.26) Markov-Prozesse, und sie sind bei normal-
verteiltem Xy auch Gauf-Prozesse. In Satz 3.8 wird dann also ein stetiger,
zentrierter, stationdrer Gauf$-Markov-Prozess vorgelegt. Nach Doob hat aber
jeder solche Prozess eine Kovarianzfunktion der Form (3.29) (mit E[X?] statt
c?/2lal, siehe auch [Ba2, Satz 43.5]), d.h. die spezielle Konstruktion von X als
Lésung einer linearen SDG ist tatsdchlich gar nicht erforderlich.
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3.4 Physikalische Brownsche Bewegungen

Allgemein versteht man unter einer physikalischen BB die ,Zitterbewegung*
von Teilchen, welche durch Molekiilstéf3e verursacht wird. Darin eingeschlos-
sen sind Drehbewegungen, Bewegungen unter dufleren Kraften, und selbst
Bewegungen makroskopisch sichtbarer Objekte (wir diskutieren hierzu das
Drehspiegelexperiment von Kappler am Ende dieses Abschnitts). Aus diesem
Grund gibt es eine Vielzahl von Aspekten der physikalischen Brownschen
Bewegung (vgl. [CK,Ma]). In diesem Abschnitt betrachten wir zwei konkrete
Beispiele. Beide sind analytisch losbar und von historischem Interesse. Wir
beginnen mit der ,Grundversion“ der physikalischen BB.

Beispiel 1: Freie Brownsche Teilchen. Wir betrachten nochmals das Mo-
dell (3.4) fiir die Geschwindigkeit (einer Komponente) eines frei beweglichen
Brownschen Teilchens, auf das keine dufleren Zusatzkréfte einwirken:

d’l}t = *ﬁ’l}t dt + O'dBt . (331)
Nach (3.14) ist die Losung zu unabhéngigem Anfangswert vy gegeben durch

t
vy = voe Pt +/ e Pt=9)5dB,. (3.32)
0

Die Geschwindigkeit des Teilchen wird also exponentiell gedampft, wobei
dieser Dampfung noch ein additives Rauschen tiberlagert ist. Hat vy endliche
Varianz so gilt Ev;] = Efvgle ™t — 0 fiir t — oo, und (3.32) impliziert

2

Cov[veyr, vy = e PEHT) [Var[vo] + %(62& - 1)]

o? —Br fii

%e , firt— oo, (3.33)
Fiir hinreichend grofles ¢ stimmen also Erwartungsfunktion und Kovarianz-
funktion von (v;) mit den entsprechenden Groflen (3.28) und (3.29) einer sta-
tionéren Losung tiberein. Man sagt (v;) geht fir grofie t in den stationdren Zu-
stand Gber. [Mit dieser Formulierung ist etwas Vorsicht geboten: In der Physik
wie in der Stochastik bezeichnet man als Zustand eines Prozesses X zur Zeit
t den Wert X;(w) des konkret vorliegenden Pfades. Diese Werte éndern sich
sehr wohl als Funktion der Zeit; wirklich zeitunabhéngig (d.h. ,stationdr“)
sind nur die statistischen Kenngréfien von X.] Fiir 7 = 0 folgt aus (3.33),

—

dass im stationéren Zustand die Geschwindigkeit N(0, %)—Verteilt ist. Nun
ist aus der kinetischen Gastheorie bekannt [Bec], dass die Geschwindigkeits-
komponenten von Teilchen der Masse m bei Temperatur T nach N (0, kT /m)-
verteilt sind, wobei k eine Konstante (die Boltzmann-Konstante) ist. Dieses
Verteilungsgesetz gilt auch fiir Mischungen von Gasen mit Teilchen sehr un-
terschiedlicher Grofle. Angewendet auf die Brownschen Teilchen folgt

o? kT

% - E . (3.34)
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Die Parameter ¢ und 8 missen also diese Beziehung erfiillen, wenn durch
(3.31) ein Brownsches Teilchen der Masse m in einem idealen Gas der Tem-
peratur 7" modelliert werden soll.

Betrachten wir nun die Position z; eines Brownschen Teilchens. Diese
Grofle ist physikalisch besonders interessant, da man sie experimentell relativ
leicht bestimmen kann (im Gegensatz zur nicht messbaren Geschwindigkeit).
Durch Mehrfachmessungen lassen sich dann auch statistische Mittelwerte von

2 bestimmen, und mit den theoretischen Vorhersagen vergleichen. Startet
nun ein Brownsches Teilchen zur Zeit t = 0 bei ¢ = 0 (Wahl des Koordina-
tensystems), so lautet seine Position zur Zeit ¢t > 0

t
xt:/ Vs ds . (3.35)
0

Das Teilchen sei bei Beobachtungsbeginn schon so lange suspendiert, dass
sich v im stationdren Zustand befindet, d.h. vg ist als N(0, kT /m)-verteilt zu
betrachten. Aus (3.35) und (3.32) folgt dann, dass der Ortsprozess (z;) ein
Gauf3-Prozess ist. Seine Erwartungs- und Kovarianzfunktion lauten:

Lemma 3.9. Sei v eine stationare Losung von (3.31) mit unabhdngigem
Startwert vy. Weiter sei xy durch (3.35) definiert. Dann gilt E[z;] = 0 und

2 o2
Covlzy, zs] = ; tAs— ﬁ(l + e Alt=sl —e P9). (3.36)

Beweis. E[x:] = 0 folgt mit (3.32) sofort aus der Zentriertheit des Wiener-
Integrals. Die It6-Isometrie impliziert weiter, dass Fubini anwendbar ist:

Cov|zy, x| = Elrias) (Zentriertheit)

:/ / Elv,v] drdl
_ —Blr—1|
Qﬁ// drdl .

Dabei wurde in der letzten Gleichung (3.29) benutzt. Mit einer Routine-Rech-

nung folgt nun (3.36). O
Physikalische Interpretation.
1. Benutzt man wieder den Zusammenhang E[v3] = kT/m, so lisst sich
(3.36) fiir t = s wie folgt ausdriicken:
Qk‘T 1
: t+ (e —1)

= E[vd]t* + O(t%).
Dies wurde erstmals von Ornstein und Firth (1919/1920) hergeleitet. Nach
(3.35) gilt fiir kleine t die Beziehung z;(w) = vo(w)t + O, (%), welche
ebenfalls durch (3.37) zum Ausdruck kommt. (Der physikalische Grund ist
die Massentréigheit, welche in (3.31) beriicksichtigt ist.)

(3.37)



58 3 Anwendung: Lineare SDGen

2. Betrachten wir nochmals die Langevin-Gleichung (3.2),

mdv; = —Cvydt + ydBy (3.38)
und erinnern uns an 5 := ¢/m und o := v/m. Ersetzung in (3.36) gibt
2 2
Cov]xe, zs] = %t As— %(1 + e Plt=sl _ =Bt _ e 59).

Fir m — 0 (also ,Aufhebung der Massentriagheit“) verschwindet der
zweite Term, und man erhdlt die Kovarianzfunktion einer mathematischen
BB mit Varianzparameter v /¢%. In diesem Sinne ist der Ortsprozess (3.35)
eine Approximation der mathematischen BB. Eine genauere Diskussion
hiertiber findet man bei Nelson [Ne].

Perrins Experiment. Fir grofle t folgt aus Gleichung (3.37) und mg = ¢:

El2?] ~ %TTt. (3.39)
Diese Beziehung wurde erstmals von Einstein 1905 hergeleitete (allerdings
ohne Benutzung von SDGen). Der Reibungskoeffizient ¢ ist dabei gegeben
durch ¢ = 67nr, wobei 1 der sogenannte Viskositatskoeffizient des Mediums,
und r der Radius des Brownschen Teilchens ist. Beide Grolen sind physi-
kalisch messbar, sodass man ( als bekannt betrachten kann. Auflerdem lasst
sich durch Haufigkeitsmessungen die linke Seite von (3.39) hinreichend genau
bestimmen, sodass man diese Gleichung im Prinzip experimentell verifizieren
kann (was aber keineswegs einfach ist). Dies ist durch Perrin und andere ge-
schehen, fiir Details siehe [Ha]. Gleichzeitig war damit eine Bestimmung von
k moglich und zwar mit einem Fehler von etwa 25% gegentiber dem heutigen
(sehr genau bekannten) Wert. Die Experimente von Perrin haben wesentlich
zur Akzeptanz der (damals noch so genannten) Atomhypothese beigetragen
(wofiir er den Nobelpreis fiir Physik erhielt), und genau das hatte Einstein
mit seiner Arbeit iiber die BB urspriinglich bezweckt. Das folgende Beispiel
gab Anlass fiir eine wesentlich genauere experimentelle Bestimmung von k.

Beispiel 2: Der stochastische harmonische Oszillator. Wir untersuchen
nun die Auswirkung von Kriften, die zusétzlich (neben den Molekiilst68en)
auf ein Teilchen einwirken. Eine solche Situation tritt immer dann auf, wenn
sich ein Brownsches Teilchen in einem elektromagnetischen Feld bewegt und
das Teilchen ein elektrisches oder magnetisches Moment besitzt. [Physika-
lische Anwendungen dazu werden z.B. in [CK] und [Bec] diskutiert.] Der
Fall einer linearen ,Riickstellkraft auf das Teilchen ist dabei aus mehre-
ren Griinden besonders interessant: Er ldsst sich analytisch 16sen, er besitzt
unmittelbare experimentelle Anwendungen, und er eignet sich zur approxi-
mativen Beschreibung auch bei nichtlinearem Kraftgesetz (fiir kleine Ampli-
tuden). Die Bewegungsgleichung fiir den stochastischen harmonischen Oszil-
lator ist eine unmittelbare Verallgemeinerung von (3.38):

mdv; = —Cvgdt — pxydt + vdBy . (3.40)



3.4 Physikalische Brownsche Bewegungen 59

Dabei sind wieder ¢,y > 0 und der mittlere Term gibt die lineare Riickstell-
kraft mit ,Federkonstante“ p > 0 an. Im Gegensatz zu (3.38) ist (3.40) keine
sgeschlossene“ DGL, da neben v; auch noch x; auftritt. Mit dem {tblichen
Trick dz; := vidt erweitert man (3.40) zu einem linearen System erster Ord-
nung. Dividiert man auflerdem (3.40) durch m und setzt wieder 8 := (/m,
o = /m, sowie wy := /p/m (> 0), so folgt die dquivalente Gleichung

()= (% L) (o (am

Ist 8 = 0 (keine Dampfung) und o = 0 (kein Rauschterm), so ist (3.41)
dquivalent zur Schwingungsgleichung i () = —wiz(t), welche die allgemeine
Losung x(t) = asin(wot + ¢) besitzt. Somit ist wy die Frequenz des un-
gedampften, ungestorten harmonischen Oszillators. Zur Losung von (3.41)
miissen wir nach Satz 3.4 zuerst die zugehorige Fundamentallésung

0 1
B(t,s) = ) mit A := ( ) ,
) i =B

bestimmen. Im Prinzip kann man dabei wie folgt vorgehen: Man bestimmt
zuerst die Eigenvektoren eq, es € C? von A, also Aey, = Apey. Die Eigenwerte
Ak erhiilt man aus 0 = det(A — M) = A\? + B\ + w?, woraus sofort folgt:

M= B2 \[BR/a-u],  de=-B/2+/B2/4-u.

Den Fall Ay = Ay (sogenannter aperiodischer Grenzfall, d.h. 8 = 2wg) schliefien
wir der Einfachheit halber aus. [Er ldsst sich durch Grenziibergang aus dem
Fall 8 # 2wg gewinnen.| Die Bestimmung der zugehdrigen Eigenvektoren e;
und e, konnen wir tatsdchlich wie folgt umgehen: Mit Hilfe der reguldren
2 x 2-Matrix U := (ey, ez) und ihrer Inversen U ! gilt zuniichst

At
UlAU:()(‘)l ;)2) = UleAtU:<eol 6?2t)::e>‘t. (3.42)

Lost man die letzte Gleichung nach e?? auf so folgt, dass die i-te Komponente
der Matrix et = ®(¢,0) die Form a;eM? 4 b;e?2? besitzt, mit geeigneten
ai,b; € C. Diese Matrix erfiillt auBerdem ®(0,0) = I und ®(0,0) = A, was
fiir jede Komponente zwei lineare Gleichungen fiir zwei Unbekannte bedeutet.
Eine elementare Rechnung zeigt nun, dass hierdurch die a; und b; bereits
eindeutig bestimmt sind. Das Ergebnis lautet

1 )\ e)\lt _ )\ e)\Qt 6)\2t _ 6)\115
At Y 2 1

(I)(t70) =€ = /\2 — )\1 <)\1>\2(€>‘1t o 6)‘2t) )\26)\275 _ /\16/\115

[Zur Ubung rechne man nach, dass dies tatséchlich die Fundamentallosung zu

© = Av ist.] Sind Ay, A2 reell; so ist auch ®(¢,0) reell und es gilt A;, A2 < 0.
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Jede Komponente von ®(t,0) beschreibt also einen exponentiellen Abfall.
Sind A1, A2 € €, so ist Aa = A1 und wieder ist ®(¢,0) rein reell (wie es sein
muss). Im Fall komplexer \; folgt mit wy := \/wg — $2/4 nun leicht

D(L,0) = e P2 gsin(wlt) + wy cos(wit) sin(w1t)
W —wp sin(wt) wq cos(wit) — gsin(wlt) '

Es handelt sich also um eine exponentiell gedampfte Schwingung der redu-
zierten Schwingungsfrequenz ws.

Wir kénnen nun die Lésung des stochastischen Oszillators (3.41) mittels
(3.14) genauer analysieren. Fiir die Erwartungsfunktion m(t) = E[(x,v;)T]
(mit xg, vy € L(P) vorausgesetzt) folgt beispielsweise sofort die Eigenschaft

m(t) = eMm(0) -0  fiir t — oo, (3.43)

welche physikalisch unmittelbar einleuchtet. Wegen ®(7 + t,0) = A7+ =
eATd(t,0) zeigt (3.19) weiter, dass fiir beliebige Startwerte Xo € £2 gilt:

K(T+t,t) = e K(t,1). (3.44)

Lemma 3.10. Es sei X = (X;)i>0 = (xt,vt)zzo die Losung von (3.41) mit
B3 # 2w, mit unabhingigem Startwert Xo € L2(P), mit E[Xo] = 0 und

02 w,
Cov[Xo) = <1/03 2) . (3.45)

Dann ist X schwach stationir, E[X;] = 0 und R(t) = eA"Cov[Xy]. Jede
schwach stationdre Lisung hat diese Erwartungs- und Kovarianzfunktion.

Beweis. Man sieht leicht, dass (3.45) einzige Losung Ko von (3.25) ist, mit

D::CCT:(S)(O o)=<8 0?2). (3.46)

Somit ist (3.20) fir t = 0, also fiir alle ¢ > 0 erfiillt, d.h. es gilt K(¢) = K.
Mit (3.44) folgt K(7+t,t) = e K, fiir alle . Wegen E[X;] = eA*E[X,] = 0
ist X also schwach stationdir und R(7) = e K. Nach (3.43) und (3.44)
erfiillt jede schwach stationire Losung E[X;] = 0 und R(7) = eA7K(0).
Lemma 3.7 besagt R(0) = K., sodass R(7) = A7 K, folgt. O

Der néachste Satz zeigt, dass der Ostzillator unabhdngig vom Startwert
Xo = (z0,v0)" in einen stationiren Zustand iibergeht in dem Sinne, dass die
Erwartungs- und Kovarianzfunktion fiir £ — oo gegen die gleichen Groflen ei-
ner schwach stationiren Losung konvergieren. [Im Fall einer Gaufischen An-
fangsbedingung bedeutet dies, dass alle endlichdimensionalen Verteilungen
schwach konvergieren; fiir schwache Konvergenz vgl. [Ba2].]
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Lemma 3.11. Es sei (X;)i>0 = (xt,vt)IZO die Lésung von (3.41) zum un-
abhingigen Anfangswert Xo € L2(P), mit 3 # 2wo. Dann gilt fiir jedes T > 0:
R(7) := limy_, o0 Cov[X;i s, X¢] = €A™ K. Speziell fiir wa > B2 gilt

R(r) alePT (f2 sin(wi7) + 2 cos(wiT) sin(wqT) )
T) = 0 0
2Bw — sin(wy7) wy cos(wyT) — Bsin(wyT)

Beweis. Setzen wir in (3.19) K := Cov[Xj] und s := ¢+ 7 mit 7 > 0, so folgt
t
K(t+7.0) =0t +7.0)(K + / &(0,u)C(u) 010 (0,u) du) @1 (1,0)
0
t
_ AT [eAfK(eAt)T + At / e AuD (e A dy (eAt)T} . (347)
0

wobei D die Matrix in (3.46) ist. Wegen [ > 0 konvergiert jede Komponente
von eA? gegen 0 fiir t — oo, sodass der Term mit K in (3.47) im Limes
verschwindet. Es geniigt also den Term mit D zu betrachten. Wir ersetzen in
diesem Term — nach (3.42) — jede Matrix e* durch Ue*U~! und erhalten

t t
eAt{ / e~ At D(e= At du} (et = Ue)‘t{ / e_A”De_A“du} eMUT
0 0

mit der Bezeichnung D := U~'D(U~!)!. Nun gilt weiter

t 5 t M —2X\1u 2 —(A14+A2)u ~ o
—Au —Au _ ~D116 ! D126 = —
/0 e " De”Mdu = /o <D216(A1+/\2)u Doge—22au ) du= D(t)-D(0),

wobei D(t) die Matrix der Stammfunktionen bezeichnet. Der Term mit D in
(3.47) ergibt sich damit nach einer kurzen Rechnung zu

UeM{D(t) — D(0)} MUT = UD0)UT — UM D(0)eMUT.
Die letzte Matrix verschwindet fiir ¢ — oo, sodass mit (3.47) schliefSlich folgt:

Jim K (t+7,1) = eATUDOYUT.

Den Grenzwert berechnen wir mit Lemma 3.7: 7 = 0 gibt Ko, = UD(0)UT,
mit K, aus (3.45). Berechnung von e4” K, liefert R(7). O

Physikalische Interpretation.

1. Rein intuitiv ist bei kleiner Dadmpfung und kleinem Rauschen zu erwarten,
dass man Schwingungen mit kleiner Amplitude und mit einer Frequenz
nahe bei wy beobachtet. Aus der Form der Losung (3.14) ist dies nun nicht
direkt ersichtlich, aber aus (3.45) folgt sofort, dass die mittlere Amplitude
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und Geschwindigkeit mit zunehmendem ¢ anwachsen, und sich mit zuneh-
mendem 3 verkleinern. Dariiberhinaus besitzt die Autokovarianzfunktion
R einen periodischen Faktor der Frequenz w;. Dies ldsst sich so interpre-
tieren, dass fiir jedes feste ¢ das Vorzeichen des Prozesses 7 — x4y .2; nach
der Zeit /w1 wechselt (jedenfalls im statistischen Mittel). Dies entspricht
qualitativ einer Schwingung der Frequenz w;. Mit wachsendem 7 nimmt
die Korrelation zwischen x;y, und x; allerdings exponentiell ab, sodass
die Pfade von z; nicht streng periodisch sein kénnen.

2. Ist (v;) die schwach stationére Losung von (3.41) mit unabhéngiger, Gau$-
scher Anfangsbedingung, so ist (v;) ein stationdrer Prozess dessen Au-
tokovarianzfunktion nach Lemma 3.11 offensichtlich in £1(IR,\) liegt.
Demnach ist (3.24) erfiillt, sodass wir mit dem Gleichverteilungsgesetz der
statistischen Mechanik [Bec] und (3.45) folgende Beziehung erhalten:

o2

mg 5

Dividiert man hier durch m so folgt wieder die Beziehung (3.34). Es folgt

aber noch mehr, denn nach Lemma 3.11 ist auch (z;) ein stationirer GauB-

Prozess, sodass mit dem Ergodensatz und (3.45) fiir die mittlere potentielle

Energie weiter gilt (man beachte w? = p/m):

ET = m(v?) = mE[v?] =

1, ,0 1 ., 1 o2 1 ,,
= = _pE[z{] = p—5 == A4
50(0) = 5oElat) = 5T = Smi?) (3.48)
1
= ikT (nach Gleichverteilungssatz) . (3.49)

Gleichung (3.48) besagt, dass die Zeitmittel von potentieller und kineti-
scher Energie des gestorten Oszillators iibereinstimmen. Dies ist bemer-
kenswert, denn die gleiche Aussage gilt fiir den ungestorten harmonischen
Oszillator! [Folgerung aus dem Virialsatz der Newtonschen Mechanik, siehe
etwa [LL]; aus ihm alleine lasst sich (3.48) natiirlich nicht folgern, da Zu-
satzkréfte (durch Molekiilst6Be) im Virialsatz gar nicht vorkommen.]

Kapplers Drehspiegelexperiment. Gleichung (3.49) ist die Basis einer
wesentlich genaueren Bestimmung von k, als durch die Experimente von
Perrin: Kappler hat dazu 1931 einen leichten, etwa 0,8 x 1,6mm? grofien
Spiegel benutzt, welcher an einem Quarzfaden einiger um Dicke drehbar auf-
gehéngt war. Bei Drehung des Spiegels erzeugte der Faden ein lineares Dreh-
moment, dessen Torsionskonstante mit +0, 2% Genauigkeit vorweg bestimmt
wurde. Der Auslenkungswinkel x des so gebauten Oszillators wurde durch
einen Lichtstrahl auf einer Drehwalze fotografisch iiber etwa vier Tage hin-
weg aufgezeichnet. (In [Ma] findet man einige Fotografien solcher Messpfade.)
Dadurch war es moglich die Zeitmittelwerte (z2) zu bestimmen, und zwar zu
unterschiedlichsten Variationen von Druck und Temperatur des umhiillenden
Gases. Die Beziehung (3.49) wurde damit experimentell verifiziert, und die
Boltzmann-Konstante k mit einer Genauigkeit von +£1% ermittelt.
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Ito-Integrale

Das Wiener-Integral ist zum Ito-Integral verallgemeinerbar, indem man zu-
erst Treppenfunktionen durch Treppenprozesse ersetzt, und dann per Dicht-
heitssatz das Integral stetig fortsetzt. Im ersten Schritt der Fortsetzung wird
fiir quadratintegrierbare Integranden die It6-Isometrie verallgemeinert und
das fortgesetzte Integral als Limes im quadratischen Mittel definiert. Im zwei-
ten Schritt wird via stochastischer Konvergenz die Klasse der zuldssigen In-
tegranden nochmals vergroflert. Erst diese zweite Klasse ist hinreichend grof3
fir die Entwicklung des Itéschen Differentialkalkiils (im néchsten Kapitel).
Fiir die Konstruktion und den Beweis von grundlegenden Eigenschaften des
Ito-Integrals

B
I(f) = / JtdBt
machen wir von nun an die folgende

Generalvoraussetzung. Auf (2, F, P) sei (B;)i>0 eine BB und (A;)>0 sei
eine Filtration in F mit By — By 1L As, fiir alle s,t € Ry mit s < .

Bemerkung. Es wird keine A;-Adaptiertheit von B; vorausgesetzt. Erst ab
Kapitel 5 bzw. Abschnitt 9.3 werden weitere Zusatzvoraussetzungen benotigt.

4.1 Das Ito6-Integral fiir Treppenprozesse
Als erstes legen wir eine Klasse von Integranden fiir das Ito-Integral fest.

Definition 4.1. Sei p € [1,00) und [a, 8] € Ry. Die Menge £E([e, 8]) der
Aq-adaptierten LP(A ® P)-Prozesse, sei gegeben durch alle Funktionen f mit

(1) feLr(la, ] x Q,B([a, ) ® F, A ® P),

(2) fi:=f(t) = f(t,-) is Ap-messbar fir alle ¢ € [«, 3]

Mit LE([a, 00)) werde die Menge aller f : [a, 00) x © — R bezeichnet, fiir die
fliagixa € LE([a, 8]) gilt, fiir alle 5 > a.
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Man beachte, dass (1) zweierlei besagt: Erstens ist (f¢)ic[a,g ein messbarer
Prozess, d.h. f ist B([o, 8]) ® F-messbar. Zweitens gilt fir alle f € L2([a, 5])

B8
PAA® P) = “w)|Pdt] dP(w
/W]mlfl (\® P) /[/ F(tw)Pdf] dP(w)
B
:E[/ fiPdt] < oo.

Insbesondere folgt mit Fubini: ff |f(t,w)|P dt < oo, fiir P-f.a. w. Im Folgen-
den werden wir bei Gefahr von Verwechslungen durch die Schreibweise £P(P)
bzw. LP(A ® P) spezifizieren in welchem Sinn ,£P-Prozess“ zu verstehen ist.

Aufgabe 4.a. Man zeige: Gilt fiir die zugrunde liegende Filtration Ay = Aj§,
so ist der halbnormierte Raum £?([«, 5]) vollstandig.

Das Ito-Integral wird nun fast wortlich wie das Wiener-Integral definiert,
und zwar zunéchst fiir Treppenprozesse in folgendem Sinn:

Notationen. Sei (f;)icja,5) ein As-adaptierter, reeller Prozess. Gibt es eine
Zerlegung {to,...,tn} von [, 8] und Z.V.n eq,eq,...,en auf (Q,F, P), so-
dass fir alle (t,w) € [a, G] x Q die Darstellung

N-1

frw) =) ej()lit; 1,0 (1) +en(w)1ipy (1) (4.1)
§=0

besteht, so heifit f (A;-adaptierter) Treppenprozess, kurz f € T,([a, 8]). Fiir
p € [1,00) setze TP([a, B]) := Ta([e, 5]) N LE (e, B]). Die Menge aller be-
schrénkten f € 7,([a, 8]) werde mit 7.°([«, 4]) bezeichnet. Entsprechend ist
TP ([, 00)) die Menge aller f : [a,00) x Q — R, fiir die f|jo gx0 € 7P (o, O])
gilt, fiir alle 8 > « (mit p € [1,00]).

Bemerkungen. 1. f € T,([a, B]) liegt in TP([o, f]) <= €; € LP(P) fiir
alle j. 2. f € T,([a, 8]) liegt in T°([a,B]) <= IM € Ry : |ej| < M
fiir alle j. 3. Fiir jedes p € [1,00) gilt ([, 8]) € TP ([av, 8]) € £2 ([, A]).
4. f € T,(lo, B]) = f(,w) € T(lo,, F]), Yw € Q. Die Pfade eines Treppen-
prozesses sind Treppenfunktionen mit festen Sprungzeiten t;; lediglich die
»oprunghdhen“ variieren mit w. 5. Man beachte, dass f € LP(]o, 00)) [bzw.
f € T°([a,0))] nicht bedeutet, dass f iiber [o,00) x Q p-fach integrier-
bar [bzw. beschrinkt] ist, sondern dass dies nur fiir jede Menge [«, 5] x
gilt. Der Grund hierfiir ist, dass wir keine ,uneigentlichen Ito6-Integrale“
[.° f(s)dB, betrachten (was man zwar tun kann, aber hier nicht von In-
teresse ist), sondern nur solche mit endlicher (aber beliebiger) oberer Grenze.
6. Fiir einen Treppenprozess ist die Zufallsvariable e; = f;, per Definition
Ay,-messbar. Wiirde man Treppen der Form 1, ;.. ,) benutzen, so konnte
man nur schlieflen, dass e; (ﬂt>tj A;)-messbar ist. Dies wird teilweise in der
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Literatur, z.B. in [LS], tatséchlich auch gemacht. Um dennoch die e; messbar
beziiglich A;; zu erhalten setzt man dann die Filtration als rechtsstetig voraus
(d.h. man verlangt N~y Ar = Ay, fiir alle g € T), was mit (4.1) entfallt.

Definition. Ist f € 7,([«, 3]) wie in (4.1), so ist das [té-Integral von (bzw.
Gber) f definiert durch

38 N-1
I(f) = / frdBy =" €;(By,,, — By,). (4.2)
« ]:O

Beachte. Der Unterschied von (4.2) zum Wiener-Integral (2.14) ist, dass die
e; in (4.2) Zufallsvariablen sind, in (2.14) hingegen Konstanten. Dies wird
auch durch die Prozessschreibweise f;, anstelle von f(t), angedeutet.

In Zukunft schreiben wir fiir (4.2) alternativ auch [ f B t) dBy, je nach Situa-
tion. Die Ito-Isometrie fiir Wiener-Integrale besitzt folgende Verallgemeine-
rung, welche wieder den Fall p = 2 hervorhebt:

Lemma 4.2 (Elementare Ito-Isometrie). Fiir f € T.2(|a, 8]) gilt:

B / fdB.?) = / f2d] = 1 - (4.3)

Beweis. Sei f wie in (4.1), At :=t;,1 —t; und ABj := By, — By,. Dae¢;
unabhéngig ist von AB; (abgekiirzt e; I AB;), folgt e;AB;j € L%(P), und
damit ff fidBy € L2(P). Weiter gilt

B
E[(/ frdB)?] = E[ZejeiABiABj] . (4.4)
[e3% 'L7J
Im Falli < j gilt e;je;AB; € LY(P) und AB; 1L eje;AB;, woraus folgt:
Ele;e;AB;AB;| = Ele;e; AB;|E[AB;] =0
Im Fall j < i ist der Schluss derselbe (Symmetrie). Im Fall i = j gilt
Ele; AB]] = E[ef]E[AB] = E[ef]At; .

Mit (4.4) folgt zusammenfassend

B
E[(/ frdBy)?] = E[Z e2AL]. m

Gleichung (4.3) zeigt, dass die Abbildung f — I(f) eine Isometrie von
T2([v, B]) nach L2(P) ist, sodass eine stetige Fortsetzung auf £2-Grenzwerte
von Treppenprozessen auch hier moglich ist. Es wird sich im néchsten Ab-
schnitt zeigen, dass 7.2([o, 8]) tatséichlich dicht in £2 ([, 8]) ist, was aber
einen raffinierteren Beweis erfordert als im Fall des Wiener-Integrals.
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4.2 Das Ité-Integral fiir L*-Prozesse

Um zu zeigen, dass die Treppenprozesse 7.2([cv, B]) dicht sind in £2([a, A])
bendétigen wir zwei Vorbereitungen.

Lemma 4.3. Fiir jedes p € [1,00) ist C.(R) dicht in LP(IR, N).

Beweis. Wegen Korollar 2.16 geniigt es zu zeigen, dass sich jedes f € T(R)
durch ein g € C.(R) beliebig gut L£P-approximieren lasst. Hierzu geniigt es zu
zeigen, dass jedes f = 1j,) LP-Grenzwert geeigneter f, € C.(R) ist. Wihle
fir f,, die Trapezfunktionen (2.17). Dann folgt

2
/\fn(z)—f(:c)\pdxg——»O, fiir n — oco. O
R n
Korollar 4.4. (a) Fir jedes p € [1,00) und jedes f € LP(R,\) gilt

lim /R|f(t+h)—f(ﬁ)|pdtzo. (4.5)

(b) Fiir jedes p € [1,00) und jedes f € LP(R x Q,B(R) ® F,A® P) gilt
tim B[ 17(¢+1) = 10 ] = 0, (4.6)

Beweis. (a) Sei zuerst f € C.(R). Fiir jede Folge h, — 0 und ¢t € R gilt
fut) = ft+hy) — f(t), firn— co.

Sei [a,b] derart, dass f(t) = O fiir ¢ ¢ [a,b]. Sei 0.B.d.A. |h,| < 1 fiir alle
n € N. Dann gilt f,(t) =0 fiir alle ¢ & [a — 1,b+ 1], und wegen

max{|fn(t)|,t € R} = max{|f(¢),t e R} =: M < 0

folgt | fn| < M -11q_1 4, fiir alle n € N. Mit majorisierter Konvergenz folgt
nun f, — fin LP(IR, \), also (4.5).

Sei nun f € LP(IR,\) beliebig und ¢ > 0. Wihle f. € C.(R), sodass
lfe — fllp < e/4 gilt. Mit Dreiecksungleichung und Translationsinvarianz
(hiermit wird der problematische Term f(- + h) kontrolliert) folgt

1FCA4B) = Fllp < LG+ B) = Jol A Wl + el + 1) = Lelly + e = 1
=2 — follp + el 4 1) = Felly
<e/24 [ ful-+h) Sl VRER.

Fir h — 0 geht der letzte Term gegen Null, sodass fiir ein geeignetes § > 0
die gesuchte Abschétzung folgt:

[f(-+h)—=fll,<e, YIh<d.
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(b) Nach Voraussetzung gilt E[ [ [f(t)[P dt] < oo, woraus mit Fubini folgt
/IR |f(t,w)Pdt < oo, fiir P-fast alle w.
Fiir diese w folgt mit Teil (a) einerseits
F,(w):= / lf(t+ hp,w) — f(t,w)|Pdt — 0, fiir hy, — 0. (4.7)

Andererseits gilt |a+bP < (2]a|V |b])? < 2P(|al? + |b|P), fir alle a,b € R, und
damit folgt fiir alle n € IN:

Fu(w)] < 27 / (4 B, )P dt 4 27 / L w)lP dt
:2”+1/|f(t,w)|pdt.

Die rechte Seite ist P-integrierbar, sodass mit (4.7) und majorisierter Kon-
vergenz fiir jede Nullfolge (h,,) die Behauptung lim E[F,,] = 0 folgt. m|

Der fiir die Erweiterung des Ito-Integrals zentrale Dichtheitssatz lautet:

Satz 4.5. Fir jedes p € [1,00) ist T.°([r, B]) dicht in LE([e, B]). Des Weite-
ren gibt es zu jedem € > 0 Zeitpunkte a <ty < --- <ty < f3, sodass folgende
Riemann-Approximation gilt:

N—1
1F =D FE b lerer) < e (4.8)
=0

Beweis. Wir zerlegen den Beweis in zwei Schritte.
1 Schritt. Zeige, dass TP ([a, 8]) dicht ist in LP([er, B]). Sei f € LE([e, B]).
Erweitere f durch die Festlegung f(t,w) := 0 fir ¢ & [a, 8]. Also gilt f €
LP(R x Q,BR) ® F,A® P). Mit [z] := max{m € Z,m < z} definiere nun
die Funktionen

©on(s) ::@, nelN, seR.
Dann gilt ¢, (s) — s fiir n — oo, also hy, = p,(s) — s — 0. Eingesetzt in
(4.6) und anschlieende Translation t — ¢ + s gibt fiir jedes s € R:

Go(s) = E[/}R F(E+ on(s)) — F(t+8)Pdt] 0, fiir n — 0o,

Analog zu obiger Abschétzung von |F,,(w)] ist |G, (s)| < 2PTLE[[ | f(¢)[P dt].
Mit majorisierter Konvergenz und Fubini folgt nun fiir n — oo:

g B
L[ musesonn - sasamiasa= [ ausras—o.
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Es gilt also in £1(IR, \) die Konvergenz

B
V= [ B+ o) = fe+ 9Pl ds =0, (@49)

Wiéhle eine Teilfolge H,,, , sodass (4.9) fiir A-fast alle ¢ € R gilt. Fixiere nun
ein solches t* € [0, 1], und ersetze s durch s — ¢* in (4.9). Dies gibt

B+t
E[/ |f(t* 4 @n, (s —t*)) — f(s)|Pds] — 0, fiir k — oo.
a+t*—1

Insbesondere folgt fiir die Treppenprozesse

fk(s) = f(t* + <pnk(s - t*))v s € [Ol, ] ) (410)

die gesuchte Approximationseigenschaft
/ | fr(s s)|Pds] =0, firk— co. (4.11)

Aus (4.9) folgt fr € LP([er, 8] X Q). Aus ¢, (z) < x folgt t* + pp, (s —t*) < s,
sodass mit (4.10) die fx(s,-) insbesondere A;-adaptiert sind. Somit gilt fi €
72(la, B]). Mit den N(k) + 1 Zeitpunkten

k k) . m
{67t =l A0 e + o m e 2}

gilt fr(t;) = f(t;) und damit

N(k)—1
k k
Z‘f L) (5), Vs €[t £

Mit (4.11) folgt (4.8), denn fir k — oo gehen mit majorisierter Konvergenz
(i)
die Randterme E[foio |f(s)|” ds] und E[ e | f(s)[? ds] gegen 0.

2. Schritt. Zeige: T,°([cv, ]) ist dicht in Eg([a,ﬂ]).

Ist f € LP([a, B]) beschrankt, so sind die approximierenden Treppenprozesse
(4.10) automatisch ebenfalls beschrankt. 7.°° (e, 8]) ist also dicht im Raum
der beschriankten Funktionen f € LP([a, f]). Ist dieser Raum also dicht in
ganz LP([a, A]), so auch der Raum 7.2 ([a, f]).

Sei also f € LP([o, (]) gegeben. Zerlege zunichst f = fT — f~. Wegen
fit(w) = fi(w) VO ist f; A;-messbar, somit auch f,;”, zusammen also fi~ €
LP([e, B]). Fiir ff := ff An, n €N, gilt fF /7 f% und da |f| eine L£P-
Majorante ist folgt ff — f* in L2([a, 3]). Hiermit erhiilt man

fo=f =t == f=f, inLi(a.f]). O
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Bemerkung. Satz 4.5 wurde fiir p = 2 von It6 in [I1, Lemma8.1] bewiesen.
Die Beweisidee geht zuriick auf Doob [Dol, Lemma 2.1].

Definition. Sei 0 < a < 8. Fiir f € £2([a, 8]) wihle f,, € T2([cr, B]) mit
fn— fin L2([o, B]). Dann ist das Ité-Integral iiber f definiert durch

B B
I(f) := / fidBy; == L*(Q, F,P) — nlirrgo fn(t)dBy .

Bemerkungen. 1. Wortlich wie beim Wiener-Integral zeigt man die Wohl-
definiertheit des Ito-Integrals (vgl. Bemerkung 1 nach Korollar 2.16). Die
Ito-Isometrie (4.3) setzt sich ebenfalls wieder unmittelbar per Stetigkeit auf
alle Prozesse f € L2([a, 8]) fort, und ebenso gilt E[I(f)] = 0. 2. Im Ge-
gensatz zum Wiener-Integral (vgl. Satz 2.19) lasst sich die Verteilung der
Zufallsvariablen I(f) i.A. nicht explizit bestimmen.

Konvention. Da It6-Integrale nur P-f.s. eindeutig sind, so sind (Un-) Glei-
chungen in denen Ito-Integrale auftreten von nun an immer mit dem Zusatz
P-f.s. zu versehen (wie beispielsweise in der néchsten Aufgabe).

Aufgabe 4.b. Man zeige, dass das Ito-Integral linear ist, d.h. fiir ¢ € R und
Prozesse f,g € L2([a, ]) gilt

I(cf+g)=cI(f)+1(g).

Man zeige weiter: Ist § € (o, 3) und f € L2 ([, 4]) so gilt

B § B
/ ftdBt:/ ftdBt+/ fedBy .
« « §

Hiermit ist die erste Erweiterung des Ito-Integrals abgeschlossen. Speziell
fiir die soeben diskutierten quadratintegrierbaren Integranden besitzt das
Ito-Integral noch weitere Eigenschaften, welche aus dem Begriff des Martin-
gals folgen. Diese sind aber fiir den Itoschen Differentialkalkiil nicht erfor-
derlich, sodass wir sie erst ab Kapitel 7 behandeln. Zentral hingegen ist die
Vergroflerung der Klasse integrierbarer Prozesse, welche auf einem allgemei-
nen (funktionalanalytischen) Prinzip beruht: Man will die Abbildung

fe= 1), (4.12)

(welche £2([a, 3]) in L2(P) abbildet) ,geeignet stetig fortsetzen“. Hierzu bet-
tet man den Raum der Integranden f € £2([a, 3]) in einen (echt) groferen
Raum £2 ([r, 8]) ein, welcher mit einer Halbmetrik dy ausgestattet ist beziig-
lich der L2 (|, B]) dicht ist in L2 (]a, G]). Dies gestattet jedes f € L2 ([a, B])
durch eine Folge f, € £2([a, 3]) zu approximieren. Ist f ¢ L£2([a, 8]) so
kénnen die f,, nicht in £2([a, 8]) konvergieren, und damit die Integrale I(f,,)
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auch nicht in £%(P). Bettet man aber auch den Bildraum £2(P) in einen
groferen Raum mit einer geeigneten schwdcheren Metrik ein, so kénnen die
I(f,) durchaus beziiglich der schwicheren Metrik ebenfalls konvergieren!
Den so erhaltenen Grenzwert definiert man dann als I(f). Im Fall des Ito-
Integrals funktioniert dieses Verfahren, wenn man fiir beide £2-Riume eine
Metrik wahlt die im Wesentlichen auf stochastische Konvergenz (anstelle
von L2-Konvergenz) fithrt. Zu diesem Konvergenzbegriff entwickeln wir die
benétigten Grundlagen im folgenden Abschnitt.

4.3 Vorbereitung: Stochastische Konvergenz

Stochastische Konvergenz ist der schwéchste Konvergenzbegriff der W-Theo-
rie, welcher immer noch einen P-f.s. eindeutigen Grenzwert liefert.

Definition. Eine Folge von Zufallsvariablen (X,)nen auf dem W-Raum
(Q, F, P) konvergiert stochastisch gegen die Z.V. X, wenn fir jedes € > 0

P(|X,—X|>¢e)—0, firn—o
gilt. (X,,) heiit stochastische Cauchy-Folge, wenn fiir jedes € > 0
P(|X, — Xm|>e)—0, firn,m— oo
gilt. Stochastische Konvergenz wird bezeichnet mit

X=P— lim X,,, oder X, — X stochastisch.

n—oo

Bemerkungen. 1. Eine niitzliche Abschétzung fiir stochastische Konvergenz
erhélt man wie folgt: Ist e = p + 1 mit p,n > 0, so gilt fiir beliebige Zufalls-
variablen X,Y, Z

{IX =Y|>e} c{IX - Z]>p}U{|Z -Y]|>n},
sodass mit der Subadditivitat von P folgt
P(IX-Y|>e)<P(IX—-Z|>p)+P(|Z-Y|>n). (4.13)

Beispielsweise erhélt man hiermit die P-fast sichere Eindeutigkeit des sto-
chastischen Grenzwertes einer Folge (X,,) durch Grenziibergang in

- 1 1 ~ 1
P X -X —-) < P(|X - X — P(X —-X — .
(X = X| > 2) S PUX ~ X > 50+ P(X = X, > 5.), Vh.neN
2. Konvergiert X,, in £P(P) gegen X, so auch stochastisch. Dies folgt unmit-
telbar aus der Tschebyschevschen Ungleichung:

1
E[I X, — X|P].

P(|X,—X|>¢e) < —
ep
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3. Ist X,, = X,; — X, eine stochastische CF, so auch die Positiv- und Nega-
tivteile X, und X, . Dies folgt mit | X,, — X,,,| > | X;} — X,!| aus

POX} — Xt >e) < P(|Xn — Xmm| > ) — 0.

Im Folgenden wird gezeigt, dass sich die stochastische Konvergenz als Kon-
vergenz beziiglich einer Halbmetrik auffassen lasst.

Lemma 4.6. Sei M(Q, F, P) der Vektorraum aller reellen Zufallsvariablen
auf dem W-Raum (2, F, P). Dann wird durch

(X Y]

“KY%:EHIWfYW

VX,Y € M(Q, F,P)

eine Halbmetrik auf M(Q, F, P) definiert. Zwei Z.V. X,Y sind genau dann
dquivalent beziglich d (d.h. d(X,Y)=0), wenn X =Y P-f.s. gilt.

Beweis. Zunéchst ist d(X,Y") wegen 0 < % < 1 wohldefiniert. Rechne

die drei definierenden FEigenschaften einer Halbmetrik nach:
(M1) d(X,Y) > 0 ist offensichtlich.
(M2) d(X,Y) = d(Y, X) ist offensichtlich.

(M3) Die reelle Funktion f(z) = 17 ist fiir > 0 monoton wachsend, denn
fiir ihre Ableitung gilt f/(z) = ﬁ > 0. Da

X Y| <[X—Z|+|Z-Y]
fiir reelle Zufallsvariablen X, Y, Z gilt folgt aus der Monotonie von f
| X —Y]| < X - Z|+1|Z-Y]|
1+ X-Y| "1+ X-Z|+|Z-Y]

X — Z| Z-Y
S14X -2 1+|Zz-Y]

Integration dieser Ungleichung ergibt die Dreiecksungleichung
dX,Y)<d(X,Z)+d(Z,Y). |

Bemerkung. Obige Eigenschaften (M1)-(M3) zeigen, dass eine Halbmetrik alle
Eigenschaften einer Metrik besitzt, bis auf Definitheit: Aus d(X,Y) = 0 folgt
i.A. nicht X =Y. In Lemma 4.6 zieht d(X,Y") = 0 lediglich die P-f.s. Gleich-
heit von X und Y nach sich, also nur eine ,fast-Gleichheit“. Folgende Auf-
gabe zeigt, wie zu jedem halbmetrischen Raum (M, d) in nattrlicher Weise
ein metrischer Raum (von Aquivalenzklassen) assoziiert ist. Diese Aufgabe
stellt die beiden entsprechenden Aufgaben aus Abschnitt 2.3 in einen allge-
meineren Kontext.
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Aufgabe. Sei (M, d) ein halbmetrischer Raum. Man zeige:

(a) Durch f ~ g : <= d(f,g) = 0 wird auf M eine Aquivalenzrelation
definiert. (Man identifiziert also Elemente deren Abstand Null ist.)

(b) Sei M der Raum der Aquivalenzklassen f. Sind fi, fo € f und 91,92 € g,
so gilt d(f1,g1) = d(f2,g2). Damit ist eine Abbildung d : M x M — R,
gegeben durch d(f,g) := d(f, g), wohldefiniert.

(¢) (M,d) ist ein metrischer Raum.

Im Folgenden werden wir gelegentlich von folgender elementaren Aussage
iiber halbmetrische Rdume Gebrauch machen:

Aufgabe 4.c. Sei (M, d) ein halbmetrischer Raum. Dann gilt die ,umgekehrte
Dreiecksungleichung

d(z,y) > |d(z,2z) —d(z,y)|, Vr,y,z€ M.

Satz 4.7. Ist (X,,) eine Folge von Z.V.n auf (0, F, P) so gilt:
(a) P —limy oo Xp = X <= lim, .o d(X,, X) = 0.
(b) (X,) ist stochastische CF < (X,,) ist metrische CF.

Beweis. (a) ,<* Mit Tschebyschev folgt fiir jedes ¢ > 0:

| X — X S s)

1+1X, —X| ™ 1+c¢
1+e¢ | X — X

T € [1—|—|Xn—X|

P(X, — X|>¢) = P(

] —o0. (4.14)

= Zu gegebenem ¢ > 0 wéhle ein ng € N derart, dass die Abschétzung
P(|X, — X| > ¢/2) < e/2 fir alle n > ng gilt. Fiir diese n folgt

1+‘Xn_X| |Xn—X\>a/21+|Xn_X|
+/ X=X p
IX,—x|<s 1+ | X — X|
P(X, — X| > 9) +/ SdP <. (4.15)
20 Jixa-xi1<5 2

(b) Ersetzt man in (4.14) bzw. (4.15) X durch X,,, so folgt unmittelbar die
Behauptung. O

Aus der stochastischen Konvergenz folgt i.A. nicht die P-fast sichere Konver-

genz. Sei beispielsweise (Q,F, P) = ([0, 1], B([0,1]), A) und fiir jedes k € N
sei A = {[%, %], i=0,...,k— 1}. Nummeriert man die Intervalle in den
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Mengen A;, A, ... fortlaufend durch, also I; = |
etc., so konvergiert die Folge X, (w) := nly, (w
divergiert aber punktweise fiir alle w € [0, 1].

0, 1]7 I = [07 %]7 I3 = [%71]
) stochastisch gegen 0, sie

Satz 4.8 (Stochastische versus P-f.s. Konvergenz). Jede P-f.s. konvergente
Folge konvergiert auch stochastisch, und jede stochastisch konvergente Folge
besitzt zumindest eine P-f.s. konvergente Teilfolge.

Beweis. Aus X,, — X P-fs. folgt |X,, — X|/(1 + |X,, — X|) — 0 P-fs.,
sodass mit majorisierter Konvergenz d(X,,X) — 0 folgt. Gilt umgekehrt
X, — X stochastisch, so konvergiert Y,, := |X, — X|/(1 + |X,, — X|) in
L1(P) gegen Null, besitzt also eine P-f.s. konvergente Teilfolge Y,,,. Aus
b := |ag|/(1 + |ak]) — 0 folgt aber sofort |ax| = bx/(1 — bx) — 0, sodass
| Xn, — X| — 0 P-f.s. folgt. O

In dem Beispiel vor Satz 4.8 kann man etwa diejenigen Funktionen X,
auswahlen, welche zu Intervallen gehoren mit linker Intervallgrenze Null.

Indem man zur P-f.s. Konvergenz von Teilfolgen iibergeht erhalt man eine
sehr niitzliche Charakterisierung der stochastischen Konvergenz:

Satz 4.9. Es sei (X,,) eine Folge von reellen Zufallsvariablen. Dann gilt:
X, — X stochastisch <= Jede Teilfolge (X,,) besitzt eine weitere Teilfolge
(X)) mit X,,n — X P-fast sicher.

Beweis. ,=“: Konvergiert X,, stochastisch gegen X, so auch X,,/. Nach Satz
4.8 besitzt X,/ eine P-f.s. gegen X konvergente Teilfolge (X,,/).

»<=“ Angenommen X, konvergiert nicht stochastisch gegen X. Dann gibt es
g, > 0 und eine Teilfolge X, mit

P(| X,y —X|>¢e)>¢e, Vn'. (4.16)

Damit kann (X, ) aber keine P-f.s. gegen X konvergente Teilfolge besitzen,
denn diese wiirde nach Satz 4.8 auch stochastisch konvergieren, sodass fiir
grofle Teilfolgenindizes n’ (4.16) nicht erfiillt wire. Widerspruch! O

Korollar 4.10. Sei A C R, (X,,) eine Folge von Z.V.n mit X,, € A fir
allen € N, und ¢ : A — R stetig. Gilt dann P-limX,, = X € A P-f.s., so
konvergiert p(X,,) stochastisch gegen die P-f.s. definierte Z.V. o(X).

Beweis. Sei ¢(X,) eine Teilfolge von ¢(X,,). Dann gibt es eine Teilfolge X,
die P-f.s. gegen X konvergiert. Mit Stetigkeit konvergiert p(X,,) P-f.s. gegen
©(X). Nach Satz 4.9 gilt P-lim ¢o(X,,) = ¢(X). m|

Aus Satz 4.9 folgt weiter: Konvergiert (Y,,) stochastisch gegen'Y und ist o €
R, so konvergiert Z, := aX, + Y, stochastisch gegen aX +Y . [Hierzu wihle
man eine Teilfolge Z,, und gehe iiber zu X,,» und dann zu Y,,».] Abschliefend
beweisen wir folgenden Struktursatz zur stochastischen Konvergenz:
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Satz 4.11. (M(Q,F, P),d) ist ein vollstindiger, halbmetrischer Raum.

Beweis. Sei (Xp)nen eine stochastische CF. Nach Bemerkung 3 (vor Lem-
ma 4.6) konnen wir 0.B.d.A. X,, > 0 fiir alle n voraussetzen. Fiir eine
beliebige Metrik p gilt die sogenannte ,umgekehrte Dreiecksungleichung®,
also p(z,y) > |p(x,2) — p(z,y)| (einfache Ubung). Speziell fiir die Metrik

plx,y) = % auf IR folgt mit x = X,,, y = X,;, und 2z = 0:

Xn X’m

| _ |Xn_Xm‘
1+X, 1+X,

+|Xn_Xm|.

B

Nimmt man nun den Erwartungswert so folgt E[|f, — fm|] < d(Xyn, Xm),
mit f, = X,,/(1 + X,,). Somit ist (f,) eine CF in £!(P) und konvergiert
damit in £'(P) (also auch stochastisch) gegen eine Zufallsvariable f. Sei
(fns) eine Teilfolge die auBlerhalb einer Nullmenge N gegen f konvergiert,
also fplye — flye. Dann gilt P(f = 1) = P(flye = 1) = P(M), mit
M :={fwlne = 1} C{X,y — o0}. Zu € > 0 wéhle ng derart, dass

e > FJ[

[ X = Xow| > / | X = Xow| apP, vn',m' > ng.
M

1+ X0 — Xl — S 1+ | X — X

Fiir n’ = ng konvergiert die rechte Seite (mit majorisierter Konvergenz) fiir
m’ — oo gegen [,, 1dP = P(M), d.h. es gilt ¢ > P(M), also P(M) = 0. Es
folgt f € [0,1) P-f.s. und mit Korollar 4.10 gilt schlielich

_
Xn_l_fn

— L stochastisch . O
1—-f

4.4 Approximationen pfadweiser L”-Prozesse

Zunéchst benotigen wir eine geeignete Erweiterung des Raumes L2 ([a, 5]).
Wie schon zuvor erfordert der Fall p € [1, 00) keinerlei Zusatzaufwand:

Definition 4.12. Sei (92, F, P) ein W-Raum, p € [1,00), und [o, ] C Ry.
Der Raum der pfadweisen (adaptierten) LP-Prozesse, LP ([, 3]), sei die Menge
aller B([«, 8]) ® F-messbaren Funktionen f : [a, 5] X © — R mit

(1) ff |f|P(t,w)dt < oo P-f.s., und
(2) fi:= f(t,-) ist A;-messbar, fiir alle ¢ € [o, G].

Weiter werde mit £? ([, 00)) die Menge aller f : [a, 00) X 2 — R bezeichnet,
fiir die f|(q,5 € L5 ([, B]) gilt, fiir alle 8 > a. Fiir f,g € LE([a, 8]) definiere

(21 = gole dt)*/»
L+ ([ |y — gulp dt)i/v

dp(f7g) = E[
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Aufgabe. Man zeige, dass d,, auf £P ([a, §]) eine Halbmetrik definiert, und
dass dp(f,g) = 0 genau dann gilt, wenn f = g gilt, A ® P-fast tberall.

Man beachte, dass in Definition 4.12 lediglich die in Definition 4.1 gegebene
Eigenschaft (1) durch (1) ersetzt wird. Wegen Fubini folgt aus (1) sofort
(1), sodass offensichtlich L2 ([, B]) C LP([a,B]) gilt. Es gilt aber nicht die
umgekehrte Inklusion. Sind f, ¢ in £2([«, §]) so folgt sofort

dp(f,9) < |f = gllerrerp) - (4.17)

sodass die dp-Halbmetrik auf L£?([c, §]) schwécher ist als die £P(A ® P)-
Halbmetrik. Der durch d, induzierte Konvergenzbegriff 14sst sich auf folgende
niitzliche Weise charakterisieren:

Lemma 4.13. Fir f,, f € £P([o, 8]) gilt mit n — oo

B
o — f in £2(j0, B]) / fu(t) — FOFdt — 0 stochastisch. (4.18)

Aus fr, — [ in LP([a, B]) folgt weiter

B B
/ | fn|P dt — / |f|Pdt  stochastisch.
Beweis. Sind X, X,, > 0 Z.V.n, so folgt mit Korollar 4.10 zunéchst
P-limX,=X <= P—limX)/?P=Xx/P

Setzt man in Satz 4.7 X := 0 und X,, := (ff |fn(t) = f(£)[Pdt)Y/P, so folgt
hiermit (4.18). Fir die zweite Behauptung geniigt es nun weiter zu zeigen,
dass folgende stochastische Konvergenz gilt:

B B
Il = ([ Uity = ([ 150PPd > =171,
Dies aber folgt mit der umgekehrten Dreiecksungleichung aus

I fally = I fllp| < I fa = fll, — 0 stochastisch. O

Bemerkung. (4.18) ist eine Abschwéchung der Konvergenz in £2([a, 8]), denn
per Definition lasst sich diese Konvergenz wie folgt charakterisieren:

6]
fo— fin £2([0, ) = / Falt) = FOPdt — 0 in £1(P).
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Satz 4.14 (Dichtheitssatz fiir pfadweise LP-Prozesse). Sei p € [1,00). Dann
ist T2°([av, B]) beziiglich der Halbmetrik d, dicht in LP([cr, 8]).

Beweis. 1. Schritt: Zeige, dass LP([«, 3]) dicht ist in £P ([cr, 8]). Sei hierzu
on(z) =2l (_ppn)(z), z€R, neN.
Da fiir jedes n € N die Funktion ¢,, beschrankt und messbar ist folgt
fo = enlf) € L2 B), VS € £0([as B).

Offensichtlich gilt ¢, (z) — x fiir n — oo, und damit
falt,w) = f(w), ¥(tw).
Weiter gilt fiir alle n € N die Abschétzung |, (z)] < |z|, sodass folgt:
[ful” <|fIP, VneN.

Fiir jedes feste w € € mit ff |fIP(t,w) dt < oo konvergiert also f,(-,w) auf
[ev, B] punktweise und hat die LP([e, 8], A)-Majorante | f|(-, w). Mit majorisier-
ter Konvergenz folgt daher die P-fast sichere Konvergenz der rechten Seite
in (4.18), und damit deren stochastische Konvergenz.

2. Schritt:: Es geniigt zu zeigen, dass 7.°([c, f]) beziiglich d,, dicht ist in
L ([er, B]). Da T.>°([ex, B]) aber beziiglich der £P(A ® P)-Halbmetrik dicht ist
in L2([a, B]), so folgt dies sofort aus (4.17). m|

Der erste Schritt in obigem Beweis zeigt, dass man durch Abschneidung der
Pfade eines pfadweisen LP-Prozesses einen beschrankten LP-Prozess erhilt,
und dass dieser gegen den pfadweisen L£P-Prozess im LP-Sinn konvergiert.
Das folgende Korollar zum Dichtheitssatz ist die Grundlage fiir ,w-weise Ei-
genschaften“ des It6-Integrals (siehe beispielsweise Satz 4.20).

Korollar 4.15. Seien f,g € LP([a, §]) und Qo sei eine Teilmenge von Q.
Weiter gelte f(w) = g(w) fir alle w € Qq. Dann gibt es fr, gn € T°([cv, )
it fu — f, gn— 9 (in L3, B])), und mit fu(w) = gn(w) fiir alle w € Q.

Beweis. Sei wieder ¢, (x) = x1(_p (7). Setze zunichst fn == on(f) und
Gn = ©n(g). Dann gilt fn, gn € L2([a, B]) und fp(w) = gn(w) fiir alle w € Q.
Nach obigem Beweis gilt

Nach Satz 4.5 gibt es zu n € N Prozesse f,, gn € 7.2°([r, 5]) der Form
N-1

fo(t,w) = Z Fi (5, 0) 1 500 (8)

~
I
—

(4.20)

=2

gn(tvw) = gn(tj7w)1[tj,tj+1)(t) )
j=1
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mit derselben Partition {t1,...,ty} (denn im Beweis von Satz 4.5 kann t*
fir f, und g, gleich gewdhlt werden), sodass ||fn — fullzr(ep) < + und
190 = Gnllerop) < - Mit (4.17), also dy(f, 9) < [|f — gllcorep), folgt

dp(fr: fn) = 0, dp(Gn.gn) — 0. (4.21)

Mit (4.19) und (4.21) folgt f, — f und g, — g bezliglich der Metrik d,.
SchlieBlich zeigt (4.20), dass f,(w) = gn(w) fiir alle w € Qy gilt. m|

Von besonderer Wichtigkeit fiir den Itoschen Differentialkalkiil werden
sich pfadstetige, A;-adaptierte Integranden f erweisen. Diese sind natiirlich
fiir jedes p € [1,00) pfadweise p-fach integrierbar und damit automatisch
in £P (o, B]). Dartiberhinaus gelten fiir sie die Riemann-Approximationen
(4.20) sogar mit beliebigen Zerlegungsnullfolgen:

Lemma 4.16 (Riemann-Approximationen). Es sei (f;)ic[a,5 €in stetiger,
Ay-adaptierter Prozess und h € LP ([, B]), mit p € [1,00). Dann gilt f - h €

LP ([, B]). Ist weiter {tén), .. ,t%f} eine Zerlegungsnullfolge von [a, §] und

N,—1
o (n)
fo = 1;) P o o0y + F(B) sy

so konvergiert f, - h in L ([, B]) gegen f - h.

Beweis. Da f stetige Pfade hat konvergiert fiir festes w die Folge f,(¢,w)
gleichméaBig fiir alle ¢ € [«, 3] gegen f(t,w), insbesondere also punktweise
fir alle (t,w). Nun sind die f,, aber B(|a, 8]) ® F-messbar (denn jeder Sum-
mand ist das Produkt zweier so messbarer Terme), also auch der punktweise
Grenzwert f. Da f stetige Pfade hat ist f(-,w) fir jedes w p-fach integrierbar,
sodass f € L ([a, 5]) folgt.

Aus der pfadweisen Stetigkeit von f folgt weiter fir P-fast alle w € Q:

B B
/ |f(t, w)h(t,w)P dt < Hf(,w)Hgo/ |h(t, w)|P dt < oo. (4.22)

[0

Hiermit ist fh € LP ([«, §]) ersichtlich. Ersetzt man in (4.22) f durch f — fi,,
so erhalt man aufgrund gleichméafliger Konvergenz

B
/ [(fn(t,w) — f(t,w))h(t,w)|Pdt — 0, fiir P-fast alle w € Q.

Insbesondere impliziert dies die stochastische Konvergenz dieser Integrale,
d.h. Konvergenz in L2 ([, 3]). |
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Bemerkungen. 1. Fiir h = 1 besagt Lemma 4.16, dass jeder stetige Prozess
f € L2 (o, B]) als Grenzwert von Riemann-Treppen dargestellt werden kann.
In der etwas allgemeineren Form (mit k) wird dieses Lemma spéter nochmals
bendtigt. 2. Fir beliebige (unstetige) Prozesse f € LP([a, §]) definiert der
in Lemma 4.16 angegebene Treppenprozess i.A. keine Approzimation des
stochastischen Integrals. Um dies zu sehen wihle man g € C([a, £]), g # 0.
Diese Funktion definiert einen (in w konstanten) Prozess g € L2([«, §]). Fiir

f(t,w) = ()10 gnqe (1)

gilt
St f(t,ﬁ">)1[t<n> () it t" € @ ist identisch Null, kann also nicht gegen
k k41

|fllcrxepr) = llgllr(rx@p) > 0. Jeder daraus abgeleitete Treppenprozess

f konvergieren. (Die Wahl ¢t* = 0 im Beweis von Satz 4.5 ist also fiir dieses
f nicht moglich — ein anderes t* schon.)

4.5 Das Ito-Integral fiir pfadweise L>-Prozesse

Das Ito-Integral fiir beliebige Treppenprozesse hatten wir in (2.14) zunéchst
rein algebraisch definiert. Mit Hilfe der Ito-Isometrie fiir £2-Treppenprozesse
war dann ein Grenziibergang fiir Integranden in £2 ([, 4]) moglich. Fiir pfad-
weise L£2-Prozesse auferhalb von L£2([cv, 3]) ist dies natiirlich nicht méglich.
Folgender Satz ist der Ersatz fiir die fehlende Ito-Isometrie bei pfadweisen
L2-Integranden (wie das nachfolgende Korollar zeigt):

Satz 4.17 (Ito6-Tschebyschev). Ist f € T2([a, 8]) so gilt fir alle v,e > 0:

/f )dBy| > ¢) _— /f )ds > 7). (4.23)

Beweis. Sei f = Z —0 ej [t.t,51), Mib @ =1 <11 < -+ <ty = [. Fiir jedes
ke {0,...,N — 1} definiere die A;, -messbaren Zufallsvariablen é2(w) :=

Z?:o e?(w) (tj41 —t;) = f;’““ f?(s,w) ds. Dann ist

g(t7w) = éi(w)l[tk,twﬂ)(t)

ein B([«, 8]) ® F-messbarer Treppenprozess, und g(¢, -) ist A;-messbar. Somit
gelten diese Messbarkeiten auch fiir den Treppenprozess

f'y(taw) = f(taw)l[o,’y] (g(t,w)).

(Pfade abschneiden falls deren L?-Norm bei diskreten Zeiten > v wird.)
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Ist nun w so, dass es einen grofiten Index m = m(w) € {0,..., N — 1} gibt,
derart dass g(tm,,w) = E;":O e3(w) (tjp1 — tj) <, so gilt

/f swds—z (W) (tj41 — ;) <. (4.24)

Gibt es keinen solchen Index m, so ist e2(w)(t; — tg) > 7, und damit ist

fﬁ f2 (s,w)ds =0 < . Also gilt (4.24) fiir alle w € , sodass insbesondere
Iy € 72([(1 A]) folgt, fiir alle v > 0.

Das interessierende Ereignis in (4.23) ldsst sich nun wie folgt zerlegen:
/f dB|>s /f dB|>5/\g(5)<7}
0] a8 > e no(@) > )
o

B
{1 [ @ asl>fu{a@ >} @)
wobei in der ersten Menge f durch f, ersetzt wurde, denn fiir alle Zeiten

t €[, f] gilt g(t,w) < g(B,w) < v, sodass f(s,w) = fy(s,w) folgt. Aus der
Subadditivitdt von P folgt hiermit

B B
P( [ sasl > < P( [ 1058, > <)
@ @ (4.26)

B
+P(/ f2(s)ds > 7).

Mit Tschebyschev und der Ito-Isometrie folgt fiir den mittleren Term

B B
P [ hasd > <) < SE [ F(0dB]

1 7 2 v
= 5—2E[ : fi(s)ds] < =2 nach (4.24) .
In (4.26) eingesetzt folgt hiermit die Abschétzung (4.23). O

Die Abschétzung (4.23) lasst sich heuristisch wie folgt verstehen: Man zer-
lege {] fﬁ )dBs| > €} in diejenigen w welche fﬁ f?(s,w)ds < v erfiillen

und diejenigen w mit faﬁ f?(s,w)ds > ~. Die zweite Menge liisst sich durch
den zweiten Term in (4.23) abschétzen. Auf der ersten Menge gibt die It6-
Isometrie und Tschebyschev den ersten Term in (4.23). Diese Heuristik ldsst
sich aber nicht exakt umsetzen, weil A := { [/ 7 #2(s)ds < v} nur Apg-messbar
ist, sodass der Prozess f(t, w)l A(w) nicht A adaptlert ist, und damit die
Ito-Isometrie nicht angewendet werden kann. Deshalb war es notwendig in
obigem Beweis den adaptierten Prozess f, einzufiihren, und mittels (4.25)
die Heuristik geeignet zu modifizieren.
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Korollar 4.18. Sei (fn)nen eine Cauchy-Folge in (T.2([c, B]),d,). Dann ist
(ff fndBs)nen eine stochastische CF, d.h. fir jedes € > 0 gilt

B B
P(\/ fn(s)dBSf/ fm(s)st|>€)H0, fiir n,m — 0.
Beweis. Nach Satz 4.17 gilt fiir jedes v > 0

B B
P(|/ (fn - .fm) st| > 5) < 512 +P(|/ (fn —fm)2d8| > ’y) . (4.27)

Zu vorgegebenem &' > 0 wihle zunéchst v > 0 hinreichend klein, sodass
v/e? < €'/2 gilt. Da ff (fn — fm)*ds stochastisch gegen Null konvergiert, so
geht der zweite Term in (4.27) gegen 0 fiir n,m — oco. Er ist also ebenfalls
< ¢'/2 fiir alle n,m > ng. O

Da jede stochastische Cauchy-Folge konvergiert (nach Satz 4.11) 14sst sich
das It6-Integral wie folgt erweitern:

Definition. Sei f € £2([a, 8]) und (f,,) eine Folge in 7.2([v, 8]) mit f,, — f
in £2([ov, B]). Dann ist das Ité-Integral von f definiert durch

8 3
/ f(s)dB, =P — lim [ fu(s)dB,.

Bemerkung. Diese Definition ist unabhéngig von der approximierenden Folge:
Ist (g,) eine weitere Folge in 7.2([v, 8]) mit g, — f in £2([a, A]), so kon-
vergiert auch die zusammengesetzte Folge (h,), welche definiert sei durch
han = fn, und hapi1 = g, in L2 ([, 8]) gegen f. Nach Korollar 4.18 konver-
giert also f hy(s) dBjs stochastisch gegen eine Zufallsvariable X, und damit
auch jede Tellfolge gegen X. Insbesondere die Teilfolgen mit geraden bzw.
ungeraden Indizes haben denselben Grenzwert.

So wie sich die Ito-Isometrie von Treppenfunktionen auf alle £2-Integran-
den fortsetzen lasst, so lasst sich auch die Abschétzung (4.23) durch einen
Grenziibergang auf alle £2-Integranden fortsetzen:

Satz 4.19. Die It6-Tschebyschevsche Ungleichung (4.23) gilt fir alle Inte-
granden f € L2([o, B]), und alle v,& > 0. Insbesondere gilt fiir jede Folge
(fa)nen in L2 ([a, B]) mit f, — f die Stetigkeitseigenschaft

B
~ lim fn 5)dB, = / f(s)dB,

n—oo

Beweis. Seien f,, € T2([av, B]) mit f, — f in L2 ([c, 3]). Dann gilt

/fndBt—>/ fdB, =
Yn::/a fﬁdt—>/a fPdt =

(4.28)
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im Sinne stochastischer Konvergenz. Ist ¢’ := ¢ — ¢, mit 0 < § < ¢, so gilt
P(X|>e) < P(|X — X,| >6) + P(|X,| >¢'), [nach (4.13)]. (4.29)
Ist v/ :=~ + p mit p > 0, so gilt entsprechend
P([Yal > %) < P([Ya = Y| > p) + P(IY] > 7). (4.30)

Nun gilt (4.23) fiir die f, und fiir &/,7: P(|X,| > €') < 25 + P(|Yn] > 7).
Mit (4.29) und (4.30) folgt nun (fiir alle n € N)

P(IX| > €) < P(IX — Xp| > 6) + P(|Xn| > ¢)

/
< P(X = Xa| > 8) + 5 + P(Ya = Y] > p) + P(Y] > 7).

Im Grenziibergang n — oo folgt hieraus mit (4.28):
,yl
P(|X|>¢) < o2 +P(Y]|>7).

Mit p — Ound 6 — 0 (d.h. &’ — ¢,+" — =) folgt hieraus die erste Behauptung.
Die zweite Behauptung folgt wie im Beweis von Korollar 4.18; man muss dort
lediglich f,, durch f ersetzen. O

Satz 4.20. Fiir f,g € £2(|a, 8]) und alle w € Qo C Q gelte f(w) = g(w).
Dann stimmen fir P-f.a. w € Qo auch die Ito-Integrale tiberein:

16} I}
( / F(s)dBL) () = ( / o(s) dB.) ().

Beweis. Nach Korollar 4.15 gibt es Treppenprozesse fy, gn € 7.2([cr, 3]) mit
fn — fund g, — g in L2([a, F]), welche auf Qq iibereinstimmen. Folglich
gilt fiir die w-weise definierten Integrale

B ;
1 / fn(s) dBs = 190'/ gn(s) dBs.

Durch Grenziibergang folgt 1a, [ f(s)dB, = la, [ g(s)dB, P-fs., und
damit die Behauptung. O

Bemerkung. Fiir den Beweis von Satz 4.20 ist alleine die Dichtheit der Trep-
penprozesse nicht ausreichend. Man bendtigt zuséatzlich, dass sich die f,, und
gn w-weise aus f bzw. g berechnen lassen. Ohne diese Information ist ein
Beweis wesentlich umsténdlicher, vgl. [Fri].



5
Der Itosche Differentialkalkiil

In diesem Kapitel beweisen wir die Kettenregel (It6-Formel) und die Produkt-
regel fiir Ito-Integrale. Die It6-Formel bildet das Kernstiick der stochastischen
Analysis und gibt ihr ein Profil, das sich deutlich von der reellen Analy-
sis unterscheidet. Sie wird in den folgenden Kapiteln immer wieder benétigt
werden. Essenzielle Voraussetzung fiir ihren Beweis ist, dass das It6-Integral
(als Funktion der oberen Grenze) eine stetige Version besitzt. Diese Aussage
wird meistens mit der Doobschen Maximalungleichung (vgl. Abschnitt 7.2)
bewiesen. Der Kiirze halber benutzen wir stattdessen (wie schon bei Wiener-
Integralen) die von It6 stammende Verallgemeinerung der Kolmogorovschen
Maximalungleichung.

Wir werden im Folgenden Prozesse der Form X; := F( fo s)dBg) sto-
chastisch integrieren. Diese miissen also insbesondere A;- adaptlert sein. Zu
diesem Zweck machen wir (neben der Generalvoraussetzung aus Kapitel 4)
von nun an die folgende

Erste Zusatzvoraussetzung. Auf (0, F, P) sei (B, A;)i>0 eine BB mit
Filtration (vgl. Definition 2.9). Diese Filtration sei aulerdem wvollstindig, d.h.
es gelte Ag = Af (und damit A; = AF, fir alle ¢ > 0).

5.1 Ito-Integrale als stetige Prozesse

Die in Korollar 2.21 angegebene Maximalungleichung fiir Wiener-Integrale
ibertragt sich wortlich auf Ito-Integrale tiber Treppenprozesse:

Lemma 5.1. Fiir Treppenprozesse f € T2([o, 3]) gilt:

max |/ f(s)dB,| > ¢) < / £2(s)ds] (5.1)

te[a 3]

Beweis. Interpretiert man die Y; im Beweis von Korollar 2.21 als Zufallsva-
riablen, so folgt die Behauptung aus demselben Beweis. O
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Wie beim Wiener-Integral ist obige Maximalungleichung der Schliissel fiir die
Existenz einer stetigen Version des Ito-Integrals:

Satz 5.2 (Stetige Version fiir £2-Integranden). Sei f € £2([0,00)). Dann
besitzt (f(;t f(8)dBs)iep0,00) eine stetige Version.

Beweis. Man braucht im Beweis von Satz 2.23 lediglich anstelle approximie-
render Treppenfunktionen die f,, € 7.2([0,7]) mit f, — f in £2([0,T]) zu
wéhlen. Der Rest des Beweises geht unverédndert durch. O

Wir erhalten damit eine Verallgemeinerung der Maximalungleichung (5.1):

Satz 5.3 (Itosche Maximalungleichung). Es gilt (5.1) fiir alle f € L2 (o, 3]),
wenn dabet f; f(s)dBs eine stetige Version des Ité-Integrals bezeichnet.

Beweis. Seien f, € T2([o,f]) gewéhlt mit f,, — f in £2([a, f]), und sei
7 > 0. Nach Konstruktion der stetigen Version gilt dann fiir n — oo:

P([I(fn = Fllc >n) — 0. (5.2)
Fiir jedes £ > 0 erhélt man mit (5.1)
P oo > & +1) € PG oo + I1(F ~ Fi)lloo > < 1)
< P(IH(fa)llse > €) + P(I(f = fa)llo > n)

1
SlfalZm) + POLU = fa)lloe > ).

IA

Die rechte Seite konvergiert fiir n — oo, die linke héngt nicht von n ab. Durch
Grenziibergang erhalt man also fiir alle nn > 0:

1
P(I(f)lloc >e+n) < ;2||f||%2(x®P)-

Fiir n ™\, 0 folgt hieraus schliellich (5.1). |

Bemerkung. Die bisher betrachteten Maximalungleichungen von It6 und Kol-
mogorov sind allesamt Spezialfialle von Maximalungleichungen die auf Doob
zuriickgehen. Neben den Maximalungleichungen fiir Wahrscheinlichkeiten hat
Doob auch solche fiir Erwartungswerte gefunden. In Kapitel 7 (iiber Martin-
gale) werden wir dariiber mehr erfahren. Fiir die Entwicklung des It6-Kalkiils
sind diese allgemeineren Maximalungleichungen allerdings entbehrlich.

Bisher haben wir nur Ito-Integrale fiir £2-Integranden betrachtet. Wir
kommen nun zur Konstruktion einer stetigen Version fiir das erweiterte 1t6-
Integral, d.h. fiir pfadweise £2-Integranden. Vorbereitend dazu benétigen wir
das folgende Lemma, welches uns auch spater noch niitzlich sein wird.
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Lemma 5.4. Zu f € L1([0,00)) gibt es eine P-Nullmenge N, sodass fiir alle
w € N€¢ die Funktion t — fg f(s,w)dA(s) auf Ry wohldefiniert ist. Weiter
ist (fg Inef(5) dA(s))telo,00) €in stetiger, A¢-adaptierter Prozess.

Bewets. Zu jedem n € IN und allen w aus einer P-Nullmenge N,, gilt

/On 1£(s,0)[ dA(s) < 00

Fiir alle w auﬁerhalb N = UpenDV, ist damit ¢ +— fg (s,w) dA(s) wohldefi-
niert und somit ( fo 5) d\(5))te[0,00), Mit f := 1yef, offenkundig ein stetiger

Prozess. Fiir festes ¢t > 0 seien nun f, € 7.>°([0,¢]) gewéhlt mit f,, — f\[oﬂf]
in £1([0,1]), fiir n — co. Dann gilt im Sinne stochastischer Konvergenz, also

0.B.d.A. auch P-f.s.
t t
(s)ds— | f(s)ds| — 0. }
[ s [ feas —o 63)

Da fo fn(s)ds As-adaptiert ist, so ist der Grenzwert fo s)ds (nach Lemma
2.2) A;- adaptlert wegen Af = Ap also auch A;- adaptlert |

Notation. Von nun an bezeichnet fo s)ds stets den in Lemma 5.4 defi-
nierten stetigen, A;-adaptierten Prozess.

Bemerkungen. 1. Lemma 5.4 wird in der Literatur meistens unterschlagen,
da dieses Lemma offensichtlich zu sein scheint. Ohne Treppenapproxima-
tionen ist dem aber nicht so. (Man versuche einmal ohne Treppenprozesse
die A¢-Messbarkeit von fo s)ds zu beweisen!) 2. Der Beweis zeigt: Gilt
fo |f(t,w)|dt < oo fiir alle w € Q und alle T > 0, so ist ( fo 5)ds)ic(o,1
stetlg und A;-adaptiert. Ist f(-,w) fiir jedes w € Q sogar stetig, so ist

fo 5) ds)ic0,00) bereits ohne die Voraussetzung Aj = Ag adaptiert an
(Ap); in diesem Fall gilt (5.3) namlich fiir alle w € Q, sodass der Grenzwert
sogar A;-messbar ist.

Satz 5.5 (Stetige Version fiir £2-Integranden). Sei f € £2([0,00)). Dann
besitzt (fot fsdBs)icio,0) €ine stetige Version.

Beweis. Nach Lemma 2.1 geniigt es zu zeigen, dass fiir jedes 7" > 0 der Pro-
7€sS fo fsdBs)icjo,r) eine P-fs. stetige Version besitzt. Sei hierzu o.B.d.A.

fo f2(s,w)ds < oo fiir alle w € Q. Fiir festes n € N betrachte den abge-
schnittenen, A;-adaptierten Prozess (vgl. Beweis von Satz 4.17)

fa(t) == f(t) - 1[0),,](A F2(s) ds) . (5.4)
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Zeige zunichst, dass f, € L2([0,7T]) gilt: Ist fOT fA(s,w)ds < n, so gilt
fn(s,w) = f(s,w), und damit

/T fA(s,w)ds <n. (5.5)
0

Ist fOT f?(s,w)ds > n, so gibt es ein groftes t € (0,7) mit fg f2(s,w)ds = n.
Es folgt f(s,w) = f(s,w) - 1jp,¢(s), und damit

T t
/ fﬁ(s,w)dsZ/ f2(s,w)ds =n.
0 0

Die Abschéatzung (5.5) gilt also fiir alle w € Q. Insbesondere folgt daraus f,, €
£2(]0,T]). Nach Satz 2.23 besitzt (f(;5 fn(s) dBs)icio,) €ine stetige Version,
die mit I,,(t) bezeichnet sei. Auf der Menge

T
Q, = {/0 f2(s,w)ds < n}

gilt f, = f, und damit (nach Satz 4.20) fiir jedes feste ¢:

/ " (s) dB. = / ) dBy = I(t), auf Q.= Q0 Ne,. (56)
0 0

mit P(N;,,) = 0. Definiere nun (mit Qg := ()

I(t7CU) = Z In(taw)lﬂn\ﬂn_1 ((U) .
n=1

Dieser Prozess ist wohldefiniert und stetig, denn aufgrund von €2, T £ ist
Unen$,\Q,—1 eine disjunkte Zerlegung von €, und auf jedem 2,\,,_1 ist
I,, stetig und gleich I. Insbesondere folgt mit (5.6) fiir alle n € IN:

/t f(s)dBs =1(t), auf Q, \Qy_1.
0

Dies gilt also fiir alle w € Q¢ = UpenQn ¢ \Qp—1, mit P(Q;) = 1. Somit ist
(It)¢efo,) eine stetige Version von (f(;f fsdBs)ieio,1)- O

Wie schon beim Wiener-Integral ist auch beim It6-Integral die stetige Version
bis auf Ununterscheidbarkeit eindeutig (s. Lemma 2.4), sodass man auch hier
von dem stetigen Ito-Integral sprechen kann.

Notation. Von nun an werde mit fg f(s)dBs stets eine stetige Version des
erweiterten Ito-Integrals bezeichnet.

Fiir den Beweis der Ito-Formel (Satz 5.9) wird folgende Verschérfung der
It6-Tschebyschevschen Ungleichung (4.23) bendtigt:
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Satz 5.6 (Ito-Tschebyschev). Sei f € £2/([0,T]) und &,y > 0. Dann gilt

t

T
P(OzltlgT\ ; f(s)dBs| >¢€) < 512 +P(/0 fA(s)ds > ). (5.7)
Insbesondere gilt fiir f,, € £2(]0,T)) mit f,, — f in L2([0,T]):

¢

sup | [ f(s)dBs /fn dBs| — 0, stochastisch .
0<t<T Jo

Beweis. Wiederum ist die zweite Aussage eine unmittelbare Folgerung der
ersten. Es geniigt also (5.7) zu zeigen: Sei f,, der abgeschnittene Prozess (5.4),
mit n ersetzt durch v, also f, € £L2([0,7]). Aus der allgemeinen Beziehung
| X|| >e= (|]Y]|| > e oder | X — Y| > 0) folgt zunéchst

P( sup | tf(s) dB;s| >¢) < P( sup | tfv(s) dB,| > ¢)
0<t<T Jo oétStT 0 (5.8)
+P( sup | [ [f(s) = £,(s) dB.| > 0).
0<t<T Jo

Mit It6’s Maximalungleichung (Satz 5.3) folgt:
t 1 T ) v
P( s dBs| >¢) < =FE ds] < —.
(oo, | [ ha > o) < SB[ Aea <]

Damit erhélt man den ersten Term auf der rechten Seite von (5.7). Fiir den
zweiten Term betrachte die Menge

Q= ([ P)ds<a).

Fir w € Qy gilt f,(t,w ) = f(t,w), fur alle ¢t € [0,T]. Nach Satz 4.20 folgt
hieraus fiir Jedes telo,T

/fAY ) dBs _/f B, fiir P-fast alle w € Q.

Da beide Seiten stetige Prozesse sind gilt diese Gleichheit sogar fiir alle ¢ €
[0, 7] und alle w € 2 C €2, wobei P(€2,\) = 0 gilt. Somit folgt:

t

t
sup | f(s,w)st—/ fy(5,w)dBs| >0 = wd Q.
o<t<T Jo 0

Damit erhédlt man fiir den zweiten Term in (5.8) die Abschéitzung

t

P( sup | [ [f(s) = fy(s)]dBs| > 0) < P(()°)
0<t<T Jo

T
:P(/0 2(s)ds > 7). O
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5.2 Die Kettenregel fiir It6-Prozesse (It6-Formel)

Motivation: Fiir f € £(]0,7T],\) betrachte man das Lebesgue-Integral

Xt:/tf(r)dr, telo,T],
0

welches hier geschrieben wird wie ein Prozess, zwecks spaterem Vergleich.
Die ,Kompositionsregel“ fiir Funktionen F € C*(R?) mit X; folgt aus der
Kettenregel und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (fiir
die allgemeine Version mit Lebesgue-Integralen siche z.B. [Wa]):

toF

t
F(t,X;) =F(s,Xs) + a(r, X, )dr + / Z—i(r, X, )dX,. (5.9)

S

Dabei steht das zweite Integral abkiirzend fiir St ‘g—i(r, X,)f(r)dr (informell:
»dX, = f(r)dr”) [es stimmt tatsichlich mit dem Lebesgue-Stieltjes Inte-
gral iiberein, was hier aber nebenséchlich ist]. Kurz: Die Komposition eines
Lebesgue-Integrals mit einer glatten Funktion ist wieder als Lebesque-Integral
darstellbar. Im Folgenden wird eine dem entsprechende Verallgemeinerung
fiir It6-Integrale bewiesen. Um (5.9) zu verallgemeinern muss aber zunéchst
der Begriff des Ito-Integrals so erweitert werden, dass man ,beziiglich dX;
statt dB;“ integrieren kann. Zunéchst definieren wir diejenige Klasse von

Prozessen X, fiir die wir die Kettenregel (5.9) verallgemeinern werden:

Definition. Ein It6-Prozess (Xt);e[a,g) ist ein stetiger, A;-adaptierter Pro-
zess, der fiir alle ¢ € [a, ] eine Darstellung besitzt von der Form

X, =Xo+ /lt flr)dr+ /t g(r)dB, (P-fs.), (5.10)

mit geeignetem f € L1 ([, 8]) und g € L2 ([a, B]). Ist weiter (hi)iefa,g €in
Az-adaptierter Prozess mit hf € L1 ([, B]) und hg € L2 ([, B]), so setzt man

t t t
/ h(r)dX, = / h(r)f(r)dr —|—/ h(r)g(r)dB, . (5.11)
Bemerkungen. 1. Aus (5.10) folgt fiir alle a < s < ¢t < § die Gleichheit

X — X, :/ f(r) dr—!—/ g(r)dB, (P-fs.). (5.12)

Fiir (5.12) bzw. (5.11) schreibt man abkiirzend
dXt = ft dt -+ gt dBt s bzw. ht dXt = htft dt + htgt dBt . (513)

2. Durch Y} := fat h(r) dX, wird nach (5.11) ein It6-Prozess definiert, und
mit obiger Notation gilt dY; = h, dX;. 3. Eine Interpretation von [ f(¢) dX,
als Limes geeigneter Summen wird in [LS] diskutiert.
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Fiir den Beweis der It6-Formel benotigen wir zwei Konvergenzlemmas, wobei
das erste ein rein analytisches Lemma (ohne Stochastik) ist:

Lemma 5.7. Sei G € C([o, 8] X R), X € C([e, 8]) und {tén), . ,tg:,lj} eine

Zerlegungsnullfolge von [a, 5]. Dann gilt mit At; = t;:i)l — tgn), und jeder
t (n) 4(n v :
Wahl von tj S [tj 7tj+)1] bzw. Xj € [Xt;n) A Xt;1>1’Xt§'n) \ Xti_:,_)l].
N,—1 ~ 3
3 Giy, X5) Aty H/ G, X)) dt,  fiirn — oo. (5.14)
i=0 o
Beweis. Ersetzt man #; und X; in (5.14) durch t; := t;n) bzw. X; := X, so

liegt die bekannte Konvergenz von Riemann-Summen vor. Es gentigt daher
zu zeigen, dass gilt:

N,—1
Dn:= Y |G(;,X;) - G(t;, X;)|At; >0,  firn—o0.  (5.15)
Jj=0

Nach Voraussetzung geht max; |¢; — t;| gegen Null, fiir n — oo. Da X stetig
ist geht damit auch max; |X; — X;| gegen Null. Zu § > 0 gibt es also ein
no € N, sodass fiir den euklidischen Abstand |- |2 in R? gilt:

max |(;, X;) — (tj, X;)|2 <8,  Vn>mng. (5.16)
J

Da G auf dem Kompaktum [a, 5] x X ([a, 5]) gleichméafBig stetig ist, so gibt
es zu jedem € > 0 ein § > 0 mit

|(£,%) — (t,7)]2 <0 = |G(t,7) — G(t,r)| <e.
Aus (5.16) folgt hiermit, dass fiir D,, in (5.15) die Abschétzung
|Dp| <e(b—a) VYn > ng
gilt. Es folgt also die Konvergenz (5.15), und damit (5.14). m|

Das zweite Konvergenzlemma zum Beweis der [to-Formel ist im Wesentlichen
eine Verallgemeinerung von Satz 2.8 (man gehe zu einer geeigneten Teilfolge
iiber, um zu P-fast sicherer Konvergenz zu gelangen):

Lemma 5.8. FEs seien {t(()"),'--,t%f} eine Zerlegungsnullfolge von |« (],

(ft)tela,p ein stetiger, A;-adaptierter Prozess, und ABJ(n) = Bt(i)l — B,
J J

Dann gilt
N,—1 Jé;
P lim Y FE)ABM) = / F(#)dt.
Jj=0 @
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Beweis. Sei A := (AB;)* — At;. Wegen EJ T f(ty, w) Aty — f f(t,w)dt
Yw € (Q, genligt es zu zeigen:

n_l

Z f(t;)A; — 0 stochastisch. (5.17)

Schneide zunéchst (Ai-adaptiert!) die Werte f > k ab:
Ji(t,w) = f(t, W)L imax{|f(s)],s€lat} <k} (W) - (5.18)
Dann gilt | fx| < k, also auch fx € £2([e, 8]). Approximiere nun (5.17) durch
N, -1
= Z Ju(t;)A
7=0
Offensichtlich gilt E[A;] =0, und A, 1L Aj. Mit (1.11) folgt leicht:
BlIA;PP] = 2(At;).
Analog zum Beweis der Ito-Isometrie erhédlt man hieraus fiir n — oo

B At = 23 BLENAL ) < 2mas(BtR(5 = 0) = 0.

Fiir jedes feste k € N gilt also mit n — co: X — 0 in L£2(P). Hieraus
erhélt man (5.17) wie folgt:
P(|Xn| >¢€) = ({lX | >enXn, = X’r(lk)} U{lXn| >en Xy # Xr(zk)})
<P(XP|>e)+P(X, #XF), VnkeN. (5.19)

Mit (5.18) gilt: X,, # xW = maxye(q,g) | f(t)| > k. Aus (5.19) folgt also

P(|X,| >¢) < P(IXP| > e) + P(trr[leué] lf(t)] > k), VnkeN.
€la,

Da f stetig ist kann der letzte Term kleiner als p/2 gemacht werden, fiir ein
hinreichend grosses kg. Zu diesem kg ist der mittlere Term kleiner als p/2,
fur alle n > ng. O

Mit diesen Vorbereitungen lasst sich nun der Hauptsatz der Itéschen Inte-
grationstheorie beweisen. Hierzu bezeichne C1?([a, 3] x R) den Vektorraum
aller reellen Funktionen F' auf [«, 8] X R mit stetige Ableitungen

. OF oOF PF
F=2", F,=— Fpp = ——.
or Ty Wwdle =5



5.2 Die Kettenregel fiir It6-Prozesse (Ito-Formel) 91

Satz 5.9 (Die Ito-Formel). Sei f € LL ([, 8]), g € L2([av, B]), und X, eine
Ao -messbare Zufallsvariable. Sei weiter X der It6-Prozess

X,g:)(a—|—/f(u)du—|—/g(u)dBu7 Vte o, g].

Ist F € CY%([a, B] x R) und Fy := F(t,X3), so gilt fiir feste a < s <t < j3:

tOF tOF
Ft—FS:/ aa—t(mXu)du—i—/ g—(u,Xu)qu
s s O (5.20)

1 [tO%F
+§/S w(u,xu)(dxuf (P-fs.) .

Hierbei ist (dX,)? gegeben durch formales Ausmultiplizieren nach den Regeln
(du)? =0, dudB, = 0 und (dB,)? = du, d.h. (dX,)? := ¢*(u, X,,) du.

Beweis. Die Idee ist, F; — F in kleine Zuwéchse zu zerlegen, und fiir diese eine
Taylor- Entwicklung zweiter Ordnung zu machen. Ein Grenziibergang liefert
dann die Behauptung. Ein Problem besteht a priori darin, dass man durch
Taylor-Approximation Zuwéchse der Form A X, erhilt, keine der Form ABy
(zwecks Anwendung von Lemma 5.8). Aus diesem Grund erfolgt der Beweis
in zwei Schritten, zuerst fiir Treppenprozesse (auf die Lemma 5.8 anwendbar
sein wird), und dann durch Grenziibergang fiir allgemeine f und g.

1. Schritt: Um (5.20) fiir f € 7.} ([ov, 8]) und g € 72(|e, 8]) zu beweisen stelle
man zunéchst die relevanten Prozesse (fu)uc(s,) und (gu)ue[s,r) mittels einer
gemeinsamen Zerlegung s =ty < t; < --- < ty =t dar. Wegen

2

F—Fo=Y (F,,, —F,) (5.21)
J

Il
o

geniigt es (5.20) fiir Fy, | — F}; zu beweisen (und dann die Integrale zu addie-
ren, denn fst = f:l T fttN_l)' 0.B.d.A. kann daher (mit 4,-messbaren
Koeffizienten fy € £1(P) und go € £%(P)) angenommen werden:

flu,0) = fo@sn (@), g(u,w) = go(w) s (w). (5.22)

Der zugrunde liegende Prozess X; erfiillt also
Xu(w) = Xs(w) + fo(w)(u = 5) + go(w)(Bu(w) — Bs(w)) ,

fir alle u € [s,t]. Betrachte nun eine Zerlegungsnullfolge von [s,t] (un-
terdriicke den Laufindex n), und damit nochmals (5.21). Es gilt nun folgende
Aufspaltung in Zeit- bzw. Rauminkremente (mit X; := Xy,):
By = By = Ftjn, Xj) — F(t, X5)
= (F(tjs1, Xjr1) = F(ty, Xj1)) + (F(ty, Xj1) — Flt5, X;)).
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Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung (fiir die Zeitinkremente
At; = tj41 — t;) bzw. aus dem Satz von Taylor (fir Rauminkremente
AX; = X, 41 — X,) folgt mit Summation von j =0,...,N, — 1

Fy—Fy=> F(t;, X;1) At (5.23)
+ZF t;, X;) AX; (5.24)
+ = ZFM D(AX;)?, (5.25)

mit £; € [t;,t;11] und X; € [X;AX; 41, X;VXj41]. Zeige nun, dass fiir n — oo

die Terme (5.23-5.31) gegen die jeweiligen Terme in (5.20) konvergieren.

e Erster Term. Mit Lemma 5.7 und der Stetigkeit von X.(w) folgt sofort die
w-weise Konvergenz von (5.23) gegen fst F(u, X, (w)) du. Dies ist (fiir alle
w € Q) das erste Integral in (5.20).

o Zweiter Term. Mit (5.22) gilt AX; = fyAt; + goAB;. Fur (5.24) folgt

S OF(t;, X)) AX; = fod Fulty, X;) Aty +g0 Y Fu(t;, X;) AB; .

Mit Lemma 5.7 und Lemma 4.16 folgt die (stochastische) Konvergenz von
(5.24) gegen das zweite Integral in (5.20).

e Dritter Term. Wegen (AX;)? = f3(At;)? + 2fog0At;AB; + g3(AB;)?
zerfallt die Summe (5.25) in drei Teilsummen. Es gilt

| Faalty, X;)(At)?| < max{At;} > | Fralt;, X;)At;| . (5.26)

Da die rechte Summe nach Lemma 5.7 konvergiert, so geht die rechte
Seite gegen Null. Ersetzt man in der linken Seite von (5.26) den Term
(At;)? durch At;ABj, so bleibt (5.26) bestehen, wenn man auf der rechten
Seite max;{At;} durch max;{|AB;|} ersetzt. Wegen der gleichméfigen
Stetigkeit von B.(w) konvergiert damit auch die Summe mit den Termen
At;AB; w-weise gegen Null. Mit Lemma 5.8 folgt weiter

Nn—1
Z Fo.(t )(AB;) H/ wa (U, Xy) du stochastisch .

Es geniigt daher zu zeigen, dass fiir n — oo P-f.s. gilt:
N-1
Z ‘Frx(tijj)_me(tijj)KABj)z_’0~ (5.27)
§=0
Hierzu seien 0.B.d.A. die tg.”) so, dass > (AB;(w))? — t—s gilt fiir n — oo
und alle w € N¢, mit P(N) = 0. Da in (5.27) die Koeffizienten vor (AB;)?

gleichméfig gegen Null gehen (gleichméfBiige Stetigkeit, wie in Lemma 5.7)
folgt, dass (5.27) fir alle w € N€ erfiillt ist.
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2. Schritt: Zu f € LL([s,t]) und g € £2([s,t]) wihle f, € T.}([s,t]) und
gn € T2([5,1]) mit fi, — f in £1((s,1]) und g — g in £2((s.1]).

Xals) = X, + | C falrw)dr + / " gu(rw) dB, ()

konvergiert dann fiir n — oo stochastisch gegen X, (w). Nach Satz 5.6 kon-
vergiert [ g,,(r,w) dB,(w) sogar stochastisch gleichméBig auf [s, ], 0.B.d.A.
also sogar P-f.s. gleichmiBig. Weiter gilt

/" |fn(r,w) = f(r,w)]dr < /t | fr(r,w) — f(r,w)|dr — 0 stochastisch,

sodass auch [ f,(r,w)dr 0.B.d.A. P-f.s. gleichméBig auf [s, ] konvergiert.
Zusammen folgt also die P-f.s. gleichméBige Konvergenz von X, (u,w) gegen

X (u,w) auf [s,t]. Mit Ft(") = F(t, X,,(t)) und Schritt 1 folgt
1

QFMQZ] (u, Xp(u)) du (5.28)

t

+ / Fo(u, X (1)) g (w) dBy - (5.29)

Jeder Summand des ersten Integrals ist fiir alle w € N¢ (mit P(N) = 0) von

der Form f: Gn(u)hy, (u) du, mit

(a) Gp(u) — G(u), fir alle u € [s,t].

(b) 3C € R : ||Glloos [|Gnlleoc < C, ¥n € N, denn zu € = 1 gibt es ein no,
sodass gilt: X,,([s,t]) C [~ X]leo — 1, | X ||oc + 1], ¥n > ng. Etwa fiir
Gn(u) = Fy(u, Xp(u)) treten im Argument der stetigen Funktion F,, nur
Werte aus einer kompakten Menge (unabhéngig von n) auf. Auf diesem
Kompaktum ist F,, beschrinkt.

(¢) hy, — hin L([s,t],\). Es folgt

t t t
/|Gnhn—Gh|du§/ |Gnhn—Gnh|du+/ Gh — G| du
. - e (5.30)
gc/ \hn—h|du+/ Gy — G| - B du.

Beide Integrale (letzteres mit majorisierter Konvergenz) konvergieren ge-
gen 0, sodass das Integral in (5.28) P-f.s. konvergiert gegen

/ [F(u7Xu) + Fp(u, Xy) f(u) + %Fm(u, X.u)g*(u)] du.

Auch der Integrand Fj(u, X, (u))gn(u) in (5.29) hat die Form G, (u)hy(u)
und es gelten (a) und (b); (c) ist durch h,, — h in £2([s,t],\) zu ersetzen.
Damit ist dieselbe Abschétzung (5.30) anwendbar, man hat nur w-weise die
L'-Norm durch die £2-Norm zu ersetzen. Dies zeigt, dass Fj,(u, X, (u))gn ()
in £2([s,t]) gegen F(u, X, )g. konvergiert. Mit Satz 4.19 folgt schliefllich die
stochastische Konvergenz von (5.29) gegen fst Fo(u, X,) gy dBy,. m|
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Bemerkungen. 1. Bei der Anwendung des Mittelwertsatzes bzw. des Satzes
von Taylor wird im ersten Beweisschritt zu jedem w € Q ein ¢;(w) (bzw.
X;(w)) gewdhlt. Daher muss w + #;(w) nicht messbar sein. Dies spielt aber
keine Rolle, da die Summen (5.23), (5 26) bzw. (5.27) fiir eine geeignete Teil-
folge P-f.s. konvergieren. 2. In differentieller Schreibweise (5.13) lautet die
It6-Formel (5.20) wie folgt:

F oF 10°F
En (tXt)dt—Fa 2 922
3. Die hier bewiesene ,Grundversion“ der It6-Formel lasst sich auch unter
abgeschwéachten Voraussetzungen beweisen. In der Literatur gibt es verschie-
dene Verallgemeinerungen, siehe z.B. [KS1, Seite 212], fiir den Fall konvexer
Funktionen F', oder [RY,Seite 145], fiir den Fall w-abhéngiger Funktionen
F (also F(t,z,w) anstelle von F(¢,z)). 4. Fir alle G € C([o, 0] x R) und
h € LL([o,[]) ist G(t, X;)h(t) in LL ([, 8]), denn es gilt die Abschiitzung
[21G(t, X)h(t)| dt < |Gl [ |B(t)| dt < oo. Die rechte Seite von (5.20) ist
also stets wohldefiniert. 5. Die zweiten Ableitungen in der It6-Formel sind
charakteristisch fiir den Itoschen Differentialkalkiil, der durch sie begriindet
wird. Sie schaffen auflerdem eine sehr enge Beziehung zwischen Brownscher
Bewegung und partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung: Die Bezie-
hungen zu parabolischen Gleichungen werden ausfiihrlich dargestellt in [Fre],
die zu elliptische Gleichungen in [Do2]. Einfiihrende Darstellungen sind [Fri]
fiir parabolische, und [] fiir parabolische und elliptische Gleichungen.

dF(t, X;) = (t, Xy)dX; + = (t, Xy) (dX;)?.

Beispiel. Pfadweise Berechnung von Ito-Integralen der Form | f f(Bs) dBs,
mit f € C'(IR): Interpretiere hierzu dieses Integral als Term erster Ordnung
in der It6-Formel, d.h. schreibe f(B,) = F'(B;), wobei F(z) := [ f

sei. Aufgrund der Identitat B; = fot 1dB; ist (Bt)ieo,1) selbst ein Ito- Prozess
im Sinne von (5.10). Mit der It6-Formel gilt daher:

dF(B;) = F'(B;) dB; + %F”(Bt)(dBt)2

Dies heif3t nichts anderes als

B
[ swoan. = py - pw) - [ rmyas. Gay

Bemerkungen. 1. Fir [a, §] = [0,t] definiert die rechte Seite in (5.31) w-weise
eine stetige, As-adaptierte Version der linken Seite. 2. Das letzte Integral in
(5.31) lésst sich i.A. nicht weiter auswerten, denn f’(B;) ist i.A. irgendeine
stetige Funktion von ¢. 3. Eine unmittelbare Anwendung von (5.31) ist

t Bn+1
/ B'dB, = —t— — f/ B’ 'ds,  VneN. (5.32)
0
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Aufgabe. Man berechne die Differentiale dX;, dY; und dZ; zu folgenden Ito-
Prozessen: X; = sin(tB;), Y; = tan(t)++/1 + B}, Z; = exp{f(;s s~Y4B, dB,}.

Oft wird die It6-Formel auf Funktionen F' angewendet, die nur auf einer
offenen Menge U C R zweimal nach z differenzierbar sind. Die Verallge-
meinerung von Satz 5.9 auf diese Situation ist nicht schwer. Sie basiert auf
folgender Approximation von F durch Funktionen F,, € C12([a, 8] x R):

*Lemma 5.10. Sei U C R offen und F € CY2([a, 8] x U). Dann gibt es
eine Folge abgeschlossener Mengen A, C U mit A, T U, sowie eine Folge
F, € CY2([a, B] x R) mit Fulja,pxa, = Flia,gxa,, fir allen € N.

Beweis. U ist darstellbar als disjunkte Vereinigung offener Intervalle Uy,
U= J U,
kEK

mit endlicher oder abzahlbarer Indexmenge K. Jedes Uy ist von der Form
Ui = (ag,br), mit —oo < a < b < oo, und es gibt ein n € N mit

1 1
@ 7é Cn,k = (ak + ﬁ,bk - E) C (akabk) . (533)

Sei weiter ¢, € C?(R) derart, dass ¢, x = 1 auf C,,  und @, x = 0 auBer-
halb (aj + 5=, br — 5 ). Zu jedem n € N sei K,, := {k € K|(5.33) ist erfiillt} .
Dann besitzen A, := Ukek, Cnx und F,(t,2) == F(t,2) Y, cpc @n () of-
fenbar die behaupteten Eigenschaften. O

*Korollar 5.11. Sei U C R offen, F € C*2([o, 8] x U), und (Xt)ie[a,p) €in
Ité-Prozess mit Werten in U. Dann gilt die It6-Formel (5.20).

Beweis. Seien F,, € C12([a, 8] x R) wie in Lemma 5.10. Dann gilt

t t
Fo(t, X;) :Fn(s,XS)—i—/ Fn(u,Xu)du—i—/ F!(u,X,)dX,

15 . S (5'34)
+§/ F!(u,X,) (dX,)* (P-fs.).
Fiir festes w ist die Menge K := {X,(w)|u € [a, ]} kompakt und in U
enthalten. Sie wird also durch endlich viele Uy, (aus Lemma 5.10) iiberdeckt,
und damit auch durch die zugehérigen C,  fiir alle n > ng(w). Es folgt
Fulia.gixv = Flia,gxv fiir eine offene Menge V mit K C V C U. Dies
impliziert G, (u, X, (w)) = G(u, X, (w)) fiir alle n > ng(w) und alle u € [a, F],
wobei G abkiirzend fiir ', F’ und F” steht. Ist nun h € £2([s,t]), so folgt
fir alle p € [1,00) und w €

t
/ |G — GIP(u, Xy (W) [hy(w)|P du — 0O, fiir n — oo.

Die Konvergenzsatze fiir It6-Integrale gestatten hiermit den stochastischen
Grenziibergang in (5.34), d.h. es gilt (5.20). |
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5.3 Produktregel und quadratische Variation

Neben der Kettenregel hat man in der reellen Analysis die Produktregel als
zweites Standbein fiir den gewohnlichen Differentialkalkiil. Diese verallgemei-
nert sich im stochastischen Kontext wie folgt: Sind X; und Y; It6-Prozesse,
so erhélt man durch formales Ausmultiplizieren mit stochastischen Differen-
tialen den Zuwachs des Produkts X,;Y; in der Form

(Xy 4 dX) (Y + dYy) — XY, = X,dY; + Y,dX, + dX,dY; .

Diese formale Rechnung liefert tatsachlich ein richtiges Ergebnis, wenn man
die Multiplikationsregeln fiir Differentiale aus Satz 5.9 beachtet. Hierdurch
ist der nachfolgende Satz motiviert welcher zeigt, dass It6-Prozesse nicht nur
einen Vektorraum, sondern sogar eine Algebra bilden. Sein Beweis besteht
darin, die It6-Formel geschickt zu benutzen; man kann daher die It6-Formel
als die eigentliche Essenz des Itoschen Differentialkalkiils betrachten.

Satz 5.12 (Produktregel fiir It6-Prozesse). Seien (Xt)iea,p) und (Y)ic(a,g)
It6-Prozesse. Dann ist auch (X:Y})ie[a,p) €in 1t6-Prozess, und es gilt

A(X,Y;) = X, dY; + Yy, dX, + dX, dY .

In integraler Form gilt also folgende partielle Integrationsregel:
B B B
/ X dY, = XpYs — Xo Yo — / Y dX, — / dX.dYy . (5.35)

Beweis. Die Differentiale von X; und Y; seien gegeben durch
dXy = ffdt+ g7 dBy, dY; = f/dt + g/ dB; . (5.36)

Polarisation: Definiere die It6-Prozesse Z; = X; +Y; und Zt = X; — Y;. Die
Ito-Formel, angewendet auf F(¢,z) = 22, und (5.36) ergeben

d(Z?) =22, dZ; +1-(dZ;)?
= 20X, + V) (S + f) di
+2(X, + Ya)(9f +9/)dBy + (9F +g{)?dt.  (5.37)
Durch Anderung von Vorzeichen erhilt man hieraus unmittelbar
d(Z}) = 20X, = Y)(fF — f1) dt (5.38)
+2(Xe = Vi) (g7 — /) dBe + (g7 — g7) dt.

Durch Zusammenfassung der Terme in der Differenz (5.37) - (5.38) folgt

1 _
d(XY:) = Zd(ZtQ —Z})

= (Xeff +Viff) dt + (Xogf + Yigy) dBy + gf gf dt



5.3 Produktregel und quadratische Variation 97

Bemerkungen. 1. In der reellen Analysis verschwindet der letzte Term in
(5.35). Fiir stochastische Differentiale der Form (5.36) lautet dieser Term:

B8 B
/ 1X,dY; = / gigldt.

2. Kettenregel und Produktregel rechtfertigen die Sprechweise vom Itéschen
Differentialkalkil, als einem Diﬁer@ntialkalkul zwezter Ordnung. 3. Setzt man
n (5.35) X, := g(t) mit g € C' und Y; := [, f(s) By mit f € £2, so folgt die
in Lemma 2.24 bewiesene Produktregel fiir Wlener Integrale.

Aufgabe 5.a. Sei X, A,-messbar und Y ein It6-Prozess. Man folgere aus
der Produktregel die ,offensichtliche* Gleichung d(X,Y;) = X, dY;, d.h.
Xo(Y; — / XadY,, VYa<s<t. (5.39)

(Man ,darf* also A,-messbare Z.V.n aus It6-Integralen  herausziehen*.)

Aufgabe. Man folgere aus der Produktregel (5.35) die Eigenschaft (2.34) fiir
Wiener-Integrale: Fiir jedes g € C1(R,) gilt:

g(t)BtZ/O g(s) st-i-/O Bgg'(s)ds.

Aufgabe. Fir n = 2 folgt aus (5.32) eines der wenigen explizit integrierbaren
Ito-Integrale:

t
1
/ B,dB, = §(Bt2 —1). (5.40)
0
Man verifiziere diese Gleichung mit Hilfe der Produktregel.

Als einfache Folgerung aus Satz 5.12 spezialisieren wir die Produktregel auf
Lebesgue-Integrale. (Wir werden dies beim Beweis des Gronwallschen Lem-
mas im Kapitel tiber stochastische Differentialgleichungen benutzen.)

Korollar 5.13 (Partielle Integration fir Lebesgue- Integrale) Fiir Funktio-
nen f,g € L}, (R4, \) seien F(t fo s)ds und G(t fo s)ds. Dann

gilt
/ f(s)G(s)ds = F(t)G(t) — / F(s)g(s)ds. (5.41)
0 0

Beweis. Beachtet man, dass F und G (beziiglich w konstante) It6-Prozesse
sind, so folgt (5.41) sofort aus der P-fast sicheren Gleichheit (5.35), da dort
der letzte Term verschwindet. O

Bemerkung. Ist g stetig, so gilt G'(t) = g(¢) fur alle t > 0, und damit ist (5.41)
als iibliche Form der partiellen Integration erkennbar. Fiir unstetige g ist die
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y»Stammfunktion® G allerdings i.A. nicht iiberall differenzierbar, sodass das
letzte Integral in (5.41) — mit G’ anstelle von g — nicht definiert ist. Allerdings
kann man zeigen, dass G zumindest \-fast uberall differenzierbar ist, und dass
G’ = g A-fast dberall gilt. [Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
fir Lebesgue-Integrale, siehe z.B. [Wa].] Daher ist (5.41) auch fir g € £
nicht verwunderlich.

1
loc

Der folgende Satz stellt die quadratische Variation Brownscher Pfade (vgl.
Satz 2.8) in einen allgemeineren Kontext. Wir nehmen ihn zum Anlass den
Begriff der quadratischen Variation allgemeiner zu definieren:

Satz 5.14 (Quadratische Variation von It6-Prozessen). Sei f € LL ([, A]),
g € L2([o, B]), und X; = f: f(s)ds + foi g(s)dBs firt € [a,]. Dann gilt
fiir jede Zerlegungsnullfolge {t(()"), . ,t%ﬁ?} von [a, (]:

N,—1 3
P— 1l X —Xmw?= 2(s)ds.
Jim ];)[ o, t;)] /Cyg(s) s

Beweis. Nach Ito-Formel gilt d(X?) = 2X; dX; + (dX;)?, also

X2

th41

th+1 th+1

tr tr

Hieraus folgt fiir die quadrierten Zuwéchse

(th+1 - th)2 = X2

tet1

—2Xp ., Xo, + X7,

trt1

tht1
=2Xy, (Xp, — Xtpy) + 2/ X, dX, +/ g’ds

tr tr

tet1
= _2th-, / (fs d8+gs dBS)

tr
tet1

tht1
+2/ Xs(fsds—s—gsst)—i—/ g’ds.

tr tr

Da X, beziiglich s sowohl konstant alsauch A;, -messbar ist gilt mit (5.39):
X, tk“(fs ds + gs;dBs) = j::“ Xt (fsds + gs dBs). Hiermit folgt durch

t
Summation {iber alle & die Darstellung

N, —1 3 8
Z [th+1 - th]Q = 2/ (Xs - Xgn))(fs ds + gs st) +/ gg ds,

wobei Xé") = 220—1 Xt 1ty tr41)(8). Nach Lemma 4.16 und Satz 4.19 kon-
vergiert ff(Xs - Xgn))(fs ds + gs dBs) stochastisch gegen Null. ]
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Definition. Sei X = (X;);>0 ein reeller stochastischer Prozess. Wenn fur
jedes t > 0 und jede Zerlegungsnullfolge (Z,,)nen von [0,t] der Grenzwert

N,—1

. 2
(X)::= P~ lim ;0 (K, = Xym]

(5.42)

existiert, so nennt man die P-f.s. definierte Z.V. (X); die quadratische Va-
riation von X (zur Zeit t).

Bemerkung. Aus Satz 5.14 folgt, dass fiir jedes f € L£2([0, 00)) gilt:

X, = /Otf(S)st = (X) = /Otfz(S)d&

Insbesondere hat die BB (setze f = 1) quadratische Variation (B); = t. Der
Unterschied dieser Aussage zu Satz 2.8 besteht darin, dass in Satz 2.8 die
Konvergenz sogar P-f.s. gilt, dass dafiir aber eine spezielle Zerlegungsnullfolge
gewahlt wurde. Die stochastische Konvergenz (5.42) muss definitionsgemaf}
fiir jede Zerlegungsnullfolge gelten (wobei durch Ubergang zu einer Teilfolge
natiirlich auch hierfiir P-fast sichere Konvergenz erreicht werden kann).

Eine wichtige Folgerung aus Satz 5.14 ist, dass die ,Daten® f, g durch einen
It6-Prozess im Wesentlichen eindeutig festgelegt sind [die quadratische Va-
riation wird sich auch in anderem Zusammenhang als wichtig erweisen|:

Korollar 5.15. Seien f, f € LL([0,T]) und g,§ € £2([0,T)) derart, dass

t
0

/Otf(s)ds+/ g(S)dBSZ/Otf(s)ds—i-/otﬁ(s)st P—fs (5.43)

fiir alle t € [0,T) gilt. Dann folgt f = f und g = §, A ® P-fast tiberall.

Beweis. Zieht man von der linken Seite in (5.43) die rechte Seite ab, so ver-
schwindet vom resultierenden Ité-Prozess (da dieser P-f.s. Null ist) die qua-
dratische Variation, sodass insbesondere folgt:

T
/(g—é)Q(s)ds:o, also g =g, \® P — fast iiberall.
0

Mit h := f — f folgt nun weiter aus (5.43) fiir jedes ¢t € [0,T] die P-fast
sichere Gleichheit fot h(s)ds = 0. Es gibt (mit der Stetigkeit von [; h(s)ds
und Lemma 5.4) sogar eine P-Nullmenge N, sodass fir alle w € N¢ gilt:
fOT Lio,¢)(s)h(s,w)ds = 0, Vt € [0, T]. Hier kann man nun [0,¢) durch ein be-
liebiges Intervall aus dem Halbring H := {[a,b) |0 < a < b < T} ersetzen,
und damit sogar durch ein beliebiges Element A € R(H) (denn der erzeugte
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Ring besteht aus allen endlichen, disjunkten Vereinigungen der Halbringele-
mente). Es gilt also

/ hs)ds =0, VAeR(H), (5.44)

wobei hierin von nun an w € N¢ fixiert sei. Es bleibt also zu zeigen, dass fiir
eine £1([0, T], \)-Funktion h aus (5.44) h = 0 M-f.ii. folgt.

Sei hierzu ¢ > 0 und M, := {h > 0} € B([0,T)) = 0(R(H)) betrachtet.
Wiéhle (nach Satz 2.14) eine Folge A,, € R(H), sodass fir N,, := M AA,, die
Konvergenz A(N,,) — 0 gilt. Mit der Definition von M, folgt dann

[ orass [ nyas [ eds= [ bz xn)e

Das erste Integral auf der linken Seite von (5.41c) ist Null, nach (5.44). Die
zwei folgenden Integrale gehen wegen A(N,,) = MM N\A,) + A\(A,\M..) fir
n — oo gegen Null. Fiir jedes ¢ > 0 folgt daher A(M.) = 0, und somit

A(h > 0) = A(UnexMy/n) < Y AMyy,) = 0.

n=1

Entsprechend zeigt man A\(h < 0) = 0, zusammen also A(h # 0) = 0. O

5.4 Hohere Momente von It6-Integralen

Als nichttriviale Anwendung der It6-Formel diskutieren wir zum Abschluss
dieses Kapitels folgende Frage: Wenn f nicht nur ein £2-Prozess, sondern
sogar ein LP-Prozess mit p > 2 ist, was lésst sich dann iiber die Momente

des Itd-Integrals fOT f(s)dBs aussagen? Der Beantwortung dieser Frage fiir
gerade Potenzen (d.h. p = 2m) schicken wir folgendes duflerst niitzliche und
oft verwendete Lemma aus der Theorie des Maf3-Integrals voraus:

Lemma 5.16 (von Fatou). Ist (f,,) eine Folge in E*(2, F) und pu ein Maf
auf F so gilt

/lim inf f, du < lim inf/fn du . (5.45)

n—oo

Beweis. Sei f := liminf f,, = lim,_.oc gn, mit g, := infx>,{fi}  f € E*.
Per Definition gilt fiir jedes n € N:

In < frs Vk>n.
Integration ergibt [ g, du < [ fi du fiir alle k > n, woraus weiter folgt:

< i .
/gndﬂ_égi/fkdﬂ

Mit monotoner Konvergenz folgt nun aus (5.45):

:. <
[ ran= i [ ondn< tim (ot [ s :
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Bemerkungen. 1. Das Fatousche Lemma findet insbesondere dann Anwen-
dung, wenn die f, > 0 zwar konvergieren, aber nicht monoton. In die-
sem Fall  darf* man den Limes unter dem Integral nur herausziehen, wenn
man “=”" durch “<”, und lim durch liminf ersetzt. Selbst wenn auch die
J fn du konvergieren steht in (5.45) i.A. keine Gleichheit: Ist beispielsweise
fa(@) = n -1 1)(x), so gilt fo(z) — 0 fiir alle 2 € Q := [0,1], und
J fndX=1—1fiir n — oo. Fiir (5.45) erhélt man aber 0 < 1. 2. Dass beim
Fatouschen Lemma lim inf auftritt (und nicht etwa lim sup) liegt daran, dass
inf{ fx|k > n} monoton wachsend ist, sodass man hierfiir den Satz von der
monotonen Konvergenz benutzen kann.

Der nun folgende Satz wird im weiteren Haupttext nicht benétigt, jedoch
in den Anwendungskapiteln 6 und 11.

*Satz 5.17. Ist m € N und f € £2([0,T]), so ist fOT f(s)dBs € L*™(P),
und es gilt die Abschdtzung

E[(/OT £(5) st)m} < [m(2m — 1)]me‘1E[/OT fm(s)ds] . (5.46)

Beweis. Sei F(t,x) = 2™, und X; = fot f(s) dBs. Die Ito-Formel gibt
A(XZ™) = 2m(XF Y d X, 4+ m(2m — 1) (X2 2)(dX,)? .

Ausgeschrieben heifit dies

([ seam)™ = [ ([ f(u)@Bu) £(s)dB,
+m(2m —1) /0 ( /O Fu)dB,) "2 f2(s)ds. (5.47)

Da man hier nicht einfach den Erwartungswert nehmen kann wird der Beweis
in zwei Schritte zerlegt.

1. Schritt: 'Wéahle zundchst f aus 7.°°([0,77]). Dann gilt offensichtlich
Jo f(s)dB, € L££(0,TY), fiir alle p € [1,00), sodass man den Erwartungswert
von (5.47) problemlos bilden kann:

t ¢ s
E[(/ f(s) dBS)Zm} =m(2m — 1)/ E[(/ f(u) dBu)Qm_QfQ(S)} ds.
’ ’ ’ (5.48)
Beachtet man fot E[--]ds = f[o,t]xQ[' <]d(A ® P), so lasst sich das Integral
auf der rechten Seite von (5.48) mit Holder nach oben abschétzen durch

2m—2

([E[(/Osf(u)dBu)zm} ds) & (/OtE[f%(s)] ds)%. (5.49)
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Der hier im ersten Faktor auftretende Erwartungswert ist nach (5.48) mo-
noton wachsend in s, sodass man (5.49) weiter nach oben abschitzen kann

indem man fos durch fot ersetzt. Damit wird im ersten Faktor von (5.49)
[VE[--]ds =t - E[---]. Indem man t = T setzt folgt

/f dB )2m]<m(2m—1 /f dB,) 2’”]) o
X(/o Bl ()] ds) ™

Multipliziert man diese Abschitzung mit E[(fo s)dB ) ](l/m)fl und
nimmt danach die m-te Potenz, so folgt (5.46).

2. Schritt: Zu gegebenem f € L2™([0,T]) wihle eine Folge f,, € 7.°([0,T7)
mit f, — f in £2™([0,7]). Dann gilt insbesondere

T T
E[ /0 2 (s)ds] — B[ /0 P (s)ds] | (5.50)

und die daraus resultierende stochastische Konvergenz

/0 " f(s)dB, — / " f(s)an

kann 0.B.d.A. sogar P-f.s. vorausgesetzt werden. Man kann nun das Fatou-
sche Lemma anwenden: W&hlt man némlich F,, := ( fOT fn(s) dBS)zm (also

liminf F,, = (fOT f(s) dBS)2m P-fs.) und beachtet, dass fir die f, nach
Schritt 1 die Abschatzung (5.46) gilt, so folgt mit (5.50) und (5.46):

E[(/OT £(5) st)zm} <liminfE[(/oT Fuls)dB,)™™

n—oo

T
< [m(2m — 1)}me71E[/O 2 (s) ds] . |

Bemerkungen. 1. Im vorangehenden Beweis ist die Annahme gerader Poten-
zen in zweierlei Weise wichtig: Erstens folgt, dass (5.48) monoton wachsend
ist, und zweitens kann das Fatousche Lemma angewendet werden. Beides geht
nicht fiir ungerade Potenzen. 2. Im Fall m = 1 kann in (5.46) das “<” durch
“=" ersetzt werden (Ito-Isometrie). Man kann (5.46) also als eine Verallge-
meinerung der Ité-Isometrie auffassen. Auf diese Weise lasst sich die Form
dieser Ungleichung leicht merken.
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Anwendung:
Stochastische Differentialgleichungen

Mit Hilfe des Ito-Integrals lassen sich die linearen SDGen aus Kapitel 3
zu nichtlinearen SDGen verallgemeinern. Diese gestatten eine Darstellung
und Analyse von Diffusionsprozessen, sowie Modellierungen vieler realer sto-
chastischer Prozesse. In diesem Kapitel wird zu nichtlinearen SDGen eine
Einfiihrung gegeben. Wir miissen uns dabei naturgemafl auf solche Aspekte
beschrinken, fiir die der bisher entwickelte Ito-Kalkiil ausreicht. Durch Hin-
zunahme von Resultaten iiber Martingale und Markov-Prozesse lasst sich
die Theorie nichtlinearer SDGen noch erheblich ausweiten. Eine Behand-
lung von Markov-Prozessen wiirde aber unseren bisherigen Rahmen spren-
gen (vgl. etwa [We] oder [GS]; in [Sch] werden auch einige Anwendungen auf
naturwissenschaftlich-technische Probleme diskutiert).

6.1 Motivation, Definition und Beispiele

Zur Motivation nichtlinearer SDGen betrachten wir nochmals die Position
(nicht die Geschwindigkeit) eines Brownsches Teilchen, diesmal aber eines,
das sich in einem strémenden Medium (Wind oder Wasser) befindet. Die
Geschwindigkeit des Mediums zur Zeit ¢ im Punkt z € R? sei b(t,z) € R3.
Ein kleines Volumen zur Zeit ¢ = 0 um den Punkt g bewegt sich dann entlang
einer Stromlinie, d.h. entlang der Losungskurve z(t) zur gewdhnlichen DGL

dx(t) = b(t,z(t)) dt, z(0) = zg. (6.1)

In diesem kleinen Volumen befinde sich ein Brownsches Teilchen, welches sich
sich relativ zum Volumen wie in einem ruhenden Medium bewegt. Anstelle
von (6.1) lautet der (stochastische) Zuwachs der Teilchenposition X; dann

dXt = b(t, Xt) dt + O'(t7 Xt) dBt . (62)

Dabei kann o sogar orts- und zeitabhéingig sein (etwa wenn das Medium eine
zeitabhéngige, rdumlich inhomogene Temperaturverteilung besitzt).
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Diese Modellbildung verdeutlicht bereits die Relevanz hoherdimensionaler
SDGen vom Typ (6.2) (welche konkret beispielsweise fiir Transportmodelle
in Ozeanen benutzt wird, vgl. [CC, Chapter 4]). Da fiir die Behandlung sol-
cher Gleichungen aber der hoherdimensionale Ito-Kalkiil bendtigt wird be-
schrianken wir uns im Folgenden auf den eindimensionalen Fall. Es sei dazu
angemerkt, dass der hoherdimensionale Fall nichts konzeptionell Neues erfor-
dert, und dass alle im Folgenden behandelten Resultate sich auf diesen Fall
verallgemeinern lassen, wobei die Beweise nur marginal zu &ndern sind.

Definition 6.1. Sei (B, A;) eine BB mit Filtration, und b,0 : [0,7]xR — R
messbar. Ein stetiger, A;-adaptierter Prozess (X;)icjo,1) erfiillt die SDG (6.2)
mit Anfangswert Xo, wenn fir alle ¢ € [0, T] folgende Gleichung P-f.s. gilt:

t t
Xt=X0+/ b(s7Xs)ds+/ o(s, X,)dB, . (6.3)
0 0

Bemerkungen. 1. Die Voraussetzung der A;-Adaptiertheit an X ist vollig
natiirlich, denn diese garantiert die notige A;-Adaptiertheit der Integranden
n (6.3). Auch die Stetigkeitsforderung an X ist vollig natiirlich, da die rechte
Seite von (6.3) (nach unserer allgemeinen Konvention) als stetige Version der
Integrale aufzufassen ist. 2. Damit (6.3) fiir alle ¢ € [0,7] wohldefiniert ist
muss b(-, X.) € LL([0,T]) und o (-, X.) € L2([0,T]) gelten. Fiir stetige oder
beschrankte b, o ist dies automatisch erfiillt. 3. Ersetzt man [0, 7] in obiger
Definition durch R4, so erhélt man analog die Definition einer Lésung von
(6.3) auf Ry. 4. Das Ito-Integral in (6.3) ist ein stetiger Prozess, ebenso das
Lebesgue-Integral. Aus der P-fast sicheren Gleichheit (6.3) fiir jedes feste ¢
folgt somit sogar die Ununterscheidbarkeit der Prozesse auf beiden Seiten von
(6.3). 5. Der Spezialfall ¢ = 0 fithrt (6.2) iiber in (6.1). Man kann daher (6.2)
als eine Verallgemeinerung von AWPen gewdhnlicher Differentialgleichungen
auffassen, namlich solchen mit ,stochastischem Storterm* obiger Form. Im
Gegensatz zu (6.2) lasst sich Gleichung (6.1) [bei stochastischem 2:(0)] aber
fir jedes w separat 16sen; auch solche Gleichungen werden als ,stochastische
Differentialgleichung“ bezeichnet. Diese Gleichungen fallen unter den Ober-
begriff von ,zufélligen dynamischen Systemen“. Die Monographie [A2] ist
hierzu ein Standardwerk.

Wie schon fiir lineare SDGen stellt sich auch fiir (6.3) die Frage nach
der Existenz und Eindeutigkeit von Losungen. Wir werden sie in Abschnitt
6.3 allgemein diskutieren. Den Fall linearer SDGen mit multiplikativem Rau-
schen behandeln wir unabhéngig davon in Abschnitt 6.2, als Anwendung der
Ito-Formel. Dabei werden wir sogar stochastische Koeffizienten b, o zulassen,
wovon wir in Kapitel 11 Gebrauch machen werden. Zuvor diskutieren wir aber
noch einige explizite Beispiele fiir Losungen von SDGen. Die meisten sind von
der Form X; = F(B;) und beruhen auf folgender elementaren Beobachtung:
Wenn sich die Ableitungen F' und F" als Funktionen von F schreiben lassen,
so folgt mit der Ité6-Formel, dass X; einer SDG gendigt.
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Beispiele.
1. (,Trivialfall“). Seien f € £1([0,T7],)), g € £2([0,T],A) und

X = Xo—f—//f(s)ds—l—/ g(s) dBs.
0 0

Mit b(¢, x) := f(t) und o(t, x) := g(¢) erfiillt X; dann per Definition (6.3).
2. (Einfaches Beispiel einer linearen SDG mit multiplikativem Rauschen.) Sei
X; = ePt. Dann folgt mit der Ito-Formel, auf F'(z) = e* angewendet:

1
dX; = ePrdB, + 5er dt
:Xtdt+XtdBt

3. Sein €43,5,7,...} und X; := B}. Dann folgt mit der Ité-Formel:

1
dX, =nB! 'dB, + §n(n —1)B2at
n=2

1 n-1
= in(n — 1)Xt dt + nXt " dBt .

n—

Im Fall gerader n gilt B~ = sign(Bt)|Xt|Tl, was aber keine reine Funk-
tion von X ist. Im Fall rationaler n = £ mit p < ¢ (2.B. n = 1) ist die

Benutzung der Ité-Formel a priori nicht gerechtfertigt, da F(x) = xP/9 bei
x = 0 nicht differenzierbar ist und By = 0 gilt.

4. Sei X; := sinh(B;). Dann folgt

1
dX; = cosh(By) dB; + 3 sinh(By) dt

1
=§Xtdt+w/1+Xt2dBt-

Ersetzt man in diesem Beispiel sinh durch cosh, so muss man sinh(B;)
durch cosh(B;) ausdriicken, was fiir B; # 0 aber nicht eindeutig geht.
Ahnlich ist die Situation mit sin(B;) und cos(By).

Vorsicht: In der Literatur findet man hierzu gelegentlich falsche SDGen,
weil bei der Vorzeichenwahl nicht immer sorgféltig aufgepasst wird.

Aufgabe. Man verifiziere mit Hilfe der It6-Formel:
(a) Xi¢:= Bi/(1+1t) geniigt fiir alle t > 0 der SDG

X 1

dX, = -t gt + ——
t A

dB; .

(b) Xy := arctan(B;) geniigt fiir alle ¢ > 0 der SDG

dX; = —sin(X;) cos®(X;) dt + cos®(X;) dB; .



106 6 Anwendung: Stochastische Differentialgleichungen

Bemerkung. Man beachte folgenden essenziellen Unterschied zu gewhnlichen
DGen: Hat man eine explizite Losung einer gewohnlichen DG, so kennt man
die Losung im Wesentlichen vollstdndig (man kann sie etwa numerisch be-
rechnen und ausdrucken). Kennt man von einer SDG eine ,explizite“ Losung
(wie in den vorausgehenden Beispielen), so hat man den Prozess X aber ledig-
lich ausgedriickt durch andere (bekannte) Prozesse. Pfadeigenschaften (etwa
Beschranktheit, Verhalten fiir ¢ — oo) oder stochastische Eigenschaften der
Losung (etwa die Verteilung von X;) kennt man damit im Allgemeinen aber
noch lange nicht. (Nur im Fall der linearen SDGen aus Kapitel 3 kann man die
stochastischen Eigenschaften relativ einfach ermitteln.) Aus diesen Griinden
kommt den expliziten Losungen nichtlinearer SDGen eine etwas geringere
Bedeutung zu, als dies bei gewohnlichen DGen der Fall ist.

6.2 Lineare Gleichungen mit multiplikativem Rauschen

In diesem Abschnitt untersuchen wir die allgemeine lineare SDG
dXt = (O[t + N'tXt) dt + (6,5 + O'tXt) dBt . (64)

Wir gehen dabei iiber den durch (6.3) gegebenen Rahmen insofern hinaus,
als dass wir sogar stochastische Koeffizienten ay, B¢, iy und o, zulassen (was
beweistechnisch keinen Zusatzaufwand erfordert.) Man beachte, dass (6.4) im
Fall a; = o1 = 0 bereits in Kapitel 3 behandelt wurde, jedenfalls fiir determi-
nistische g und o. Ein Term der Form oy X; dB; wird oft als ,multiplikatives
Rauschen“ bezeichnet. Gleichung (6.4) umfasst also sowohl additives alsauch
multiplikatives Rauschen. Wir untersuchen zuerst sogenannte

Homogene lineare SDGen. Dies sind Gleichungen vom Typ (6.4) mit
a; = f; = 0. (Die resultierende Gleichung ist dann ,homogen vom Grad 1
in der Variablen X;“.) Gesucht sind also stetige, A;-adaptierte Losungen X
mit Anfangswert Xy zu Gleichungen vom Typ

dXt = ‘U,tXt dt + O'tXt dBt . (65)

Damit hier die rechte Seite (in integraler Form) wohldefiniert ist setzen wir
u € LL([0,00)) und o € £2([0,00)) voraus. Wir versuchen (6.5) direkt zu
16sen, indem wir (zunéchst rein informell) diese Gleichung durch X dividieren
und sie danach integrieren. Der Term dX;/X; erinnert an eine logarithmische
Ableitung, aber wegen des Ito-Kalkiils ist diese Sicht nicht ganz korrekt.
Betrachten wir deshalb

1 11

1 1
= ZdXt - 503 dt

dXy)?
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wobei wir im letzten Term (6.5) benutzt haben. Ersetzt man hier dX;/X;
durch den Ausdruck welcher aus (6.5) folgt, so erhilt man

1
d(tht) = (/.Lt — 50’?) dt + Ot dBt .

Exponenziert man die integrierte Form dieser Gleichung, so ergibt sich unser
Kandidat fiir die Losung von (6.5):

Xt _ Xoefot(ﬂs*%(’?)ds‘Ffot osdBs ) (66)

Satz 6.2. Es sei (By, At)i>0 eine BB mit vollstindiger Filtration, X, sei
Ag-messbar, p € LL([0,00)) und o € L2([0,00)). Dann definiert (6.6) einen
stetigen Prozess, welcher (6.5) mit Anfangsbedingung Xo erfillt. Ist X eine
weitere Losung von (6.5) mit Xo = Xo, so sind X und X ununterscheidbar.

Beweis. Sei Y; der Exponent in (6.6), also X; = Xge¥*. Dann folgt
dX; = Xo(e"*dY; + %er (dY3)?)

= Xpe¥t (e — %U?)dt + 0:dBy + %U?dt)

= e Xydt + 0¢ X¢dBy |
also (6.5). Zur Eindeutigkeit: Der Prozess Z, := e~ ¥* erfiillt

dZy = e " [(—p + 0;) dt — oy dBy] + %e_ytaf dt
= —Zy(pedt + 04dBy) + Zyoldt . (6.7)
Zusammen mit der Produktregel und einer weiteren Losung X folgt hieraus
d(X¢Zy) =X (pdt + 04dBy) Zy
+ XtZt((atz — py)dt — atdBt) — XtZtafdt =0.

Also gilt fiir alle ¢ die Gleichheit X,Z; = X¢Zy = Xo, d.h. X; = Xpe'* = X,.
Mit Pfadstetigkeit folgt die Ununterscheidbarkeit von X und X. O

Den Spezialfall ohne Rauschterm in (6.5), o = 0, halten wir separat fest:

AX, = X dt = X, = Xoedo "%

Die Losung der stochastischen DG stimmt also iiberein mit der Losung der
gewohnlichen DG X (t,w) = p(w,t)X(t,w), welche sich fiir jedes fizierte w
gewohnlich integrieren lasst.

Basierend auf den homogenen Gleichungen (6.5) 16sen wir schliefllich
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Inhomogene lineare SDGen. Wie bei gewohnlichen linearen Differential-
gleichungen lésst sich auch die inhomogene Gleichung (6.4) durch ,Variation
der Konstanten“ 16sen, d.h. man macht den folgenden Ldsungsansatz:

Xt = CtX? .

Dabei sei X} die Losung der homogenen Gleichung (6.5) mit Startwert 1,
und der Prozess C; = X;/X} ist so zu bestimmen, dass X; Gleichung (6.4)
16st. Definiert man wie oben Z; := 1/X? und beachtet (6.7), so folgt
dC’t = d(XtZt) = dXtZt + X dZt + dXt dZt
= [(at + e Xy) dt + (B + 01 Xy) dBt]Zt
+ XtZt [(—/,Lt + 0't2) dt — Ot dBt] — (ﬁt =+ O’tXt)O'tZt dt
= Z((ow — Broy) dt + B, dBy) .
Falls also eine Losung von (6.4) der Form X; = C; X} existiert, so ist der
Prozess C; notwendigerweise gegeben durch

t

t
Cr = Xo + / Zy(avy — Byos) ds + / 2,8, dB,
0 0

Satz 6.3. Unter den Voraussetzungen von Satz 6.2 und mit o € L1 ([0, 00))
und 3 € L2([0,00)) ist eine Lisung von (6.4) gegeben durch

t t
X = [Xo+/ (X)) e —ﬁso’s)ds+/ (X)7'B8.dB] - X,  (6.8)
0 0
wobei X die Lisung der homogenen Gleichung zum Startwert 1 ist, d.h.
X0 = eJo wimtoddst [[oudB.

Die Lésung (6.8) ist eindeutig bis auf Ununterscheidbarkeit.

Beweis. Mit Hilfe von Produktregel und Ito-Formel verifiziert man direkt
(etwas langlich), dass (6.8) Gleichung (6.4) mit Anfangswert Xy 16st. Zum
Nachweis der Eindeutigkeit betrachte man eine weitere Losung X, von (6.4),
zum selben Anfangswert Xy. Dann erfiillt der in 0 startende Prozess

Xt = Xt — Xt
die SDG dX; = p; X; dt + 0 Xy dB;. Nun erfiillt X; = 0 dieses AWP und Satz

6.2 besagt, dass diese Losung (bis auf Ununterscheidbarkeit) eindeutig ist. O

Bemerkung. Man beachte, dass an «, 3, 1,0 und Xg nur notwendige Voraus-
setzungen gestellt wurden, damit (6.4) iiberhaupt wohldefiniert ist. Bereits
damit gilt Existenz und Eindeutigkeit in der Klasse aller [to-Prozesse. Ein
solch optimales Losungsverhalten besteht fiir nichtlineare SDGen keineswegs.
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6.3 Existenz und Eindeutigkeit

Nicht immer existieren Losungen zu nichtlinearen SDGen. Falls doch, so sind
siei.A. nicht eindeutig. Wir lernen nun einfache Kriterien kennen, unter denen
Existenz und Eindeutigkeit vorliegt. Hierzu liefle sich noch wesentlich mehr
sagen, vgl. [CE]. Wir beginnen mit der etwas einfacheren Eindeutigkeit. Dass
man dafiir gewisse Zusatzbedingungen braucht folgt schon aus Beispiel 3 in
Abschnitt 6.1: Demnach l6sen X; = B und X; = 0 das AWP

dX, = 3X*at +3x;/*dB,,  Xo=0.

Insbesondere ist also die Stetigkeit der Koeffizienten b, o (hier b(z) = 3z'/3
und o(z) = 32%/) fiir die Eindeutigkeit nicht ausreichend.

Notation. Eine Funktion f : [0,7] x R — R heifit Lipschitz-stetig, wenn es
eine (Lipschitz-) Konstante L € Ry gibt, sodass gilt:

[f(t2) = fty)l < Ll —yl,  Y(tay) €[0,T]xR*.  (6.9)

Offensichtlich sind 322/ und 3z'/3 keine Lipschitz-stetigen Funktionen. Dem
Eindeutigkeitssatz schicken wir zwei Vorbereitungen voraus:

Lemma 6.4. Seien v, : [0,T] — R Lebesgue-integrierbare Funktionen und
¢ € Ry derart, dass fir allen € N und t € [0,T] die Abschétzungen

t
Ynt1(t) < c/ Yn(s) ds (6.10)
gelten. Dann folgt fir allen € N und t € [0,T]:

Ynt1(t) < / |v1(s)|ds. (6.11)

Beweis. Mit partieller Integration (Korollar 5.13) folgt fiir jedes n € Ny und
jede integrierbare Funktion ~:

/Ot [(t—s)" /Osfy(u)du] ds = /Ot %7(5) ds.

Schitzt man in (6.10) 7,,(s) durch ¢ [ v—1(u)du ab, so folgt sukzessiv:

Vi1 (t) < 2 /Ot [(t— 5)? /S Yn—1(u) du] ds

0

tp 1
502/0 (t 18) Yn—1(8) ds

B
<c /0 mm(s)ds

t’nfl t
Scn(n_l)'/o [v1(s)| ds . O
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Lemma 6.5. Seien b,o : [0,T] x R — R messbare, Lipschitz-stetige Funk-
tionen fiir die (6.9) gilt, und Y, Z € L2([0,T)). Dann wird durch

t t
Wy = / [b(s,Ys) —b(s, Zs)] ds —|—/ lo(s,Ys) —o(s, Zs)| dBs  (6.12)
0 0
ein W € L2([0,T)) definiert und mit ¢ := 2L*(T + 1) gilt die Abschditzung
t
BW?) < c/ B(Y. - Z.Pds, ‘te[0.T]. (6.13)
0
Beweis. Zunéchst gilt fur jedes h € {b, o }:
T T
E[/ (s, Ya) — (s, Z,)|2ds] < E[LQ/ Y, — Z,2ds] < oo,
0 0

d.h. Wy in (6.12) ist wohldefiniert. Setzt man weiter Ahg := h(s,Y;)—h(s, Zs),
so folgt mit (a+ 3)? < 2a?+ 2432, mit CSU und mit der It6-Isometrie weiter:

t t
EW?] < 2E( / Aby ds)® + ( / Ao, dB.)?]
0 0
t t
§2E[t/ |Abs|2ds+/ |Ad|? ds]
0 0
t
S2L2(T+1)E[/ Yy — Z|? ds] .
0

Dies ist (6.13), womit weiter W € L£2([0,T7]) folgt. |

Nach diesen Vorbereitungen sehen wir nun, dass die Lipschitz-Stetigkeit von
b, o (im Gegensatz zur reinen Stetigkeit) fiir Eindeutigkeit ausreicht:

Satz 6.6 (Eindeutigkeit von Lésungen). Seien b, o : [0, T] xR — R messbare,
Lipschitz-stetige Funktionen. Seien weiter X, X € L2([0,T]) Lisungen von
(6.3). Dann sind X und X ununterscheidbar.

Beweis. Fiir X; — X, gilt nach (6.3) die Darstellung

X, — X, = /Ot [b(s,XS) — b(s,f(s)] ds + /Ot [O’(S,XS) — U(S,XS)] dB; .
Mit Lemma 6.5 folgt hieraus
BlX - X< e [ Bl - Kl
Setzt man 7, (t) := E[|X; — X;|?], so lasst sich Lemma 6.4 anwenden, d.h. es
folgt (6.11). Lasst man hierin n gegen oo gehen, so folgt fiir alle ¢ € [0, T] die

Abschiitzung 0 < E[|X, — X;|?] <0, also X; = X; P-f:s., und damit (wegen
Stetigkeit) die Ununterscheidbarkeit von X und X. O
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Bemerkung. An den Startwert Xy wurde keinerlei Integrierbarkeitsbedingung
gestellt, und an die Koeffizienten b, wurden keine Wachstumsbedingungen
gestellt (auBer implizit denen, die aus der Lipschitz-Stetigkeit folgen, vgl.
hierzu die Aufgabe am Ende dieses Abschnitts).

Wir kommen nun zur Frage der Existenz von Losungen auf [0,7]. Hier
zeigt der Spezialfall ohne Rauschterm, dass Zusatzbedingungen an die Koef-
fizienten b und o benotigt werden: So hat fiir jedes § > 0 das AWP

X1+ﬁ
dX, = tﬁ dt, Xo=1,

die Losung X; = (1 —t)~'/8 auf jedem Intervall [0, 7] mit 0 < T < 1. Diese
Losung ist auch eindeutig, wie man mittels Trennung der Veradnderlichen
leicht verifizieren kann. Wegen X; — oo fiir ¢ — 1 kann daher auf [0, 1] keine
Losung existieren. Das Problem bei diesem Beispiel ist, dass die Losung in
endlicher Zeit nach oo lauft (sie ,explodiert®). Dies wiederum ist so, weil
die Zuwéchse dX; aufgrund des nichtlinearen Terms th P grofl werden.
Wenn die Koeffizienten b, ¢ hochstens linear anwachsen (~ 8 = 0), dann ist
die Existenz von Losungen auf [0, T tatsdchlich gesichert. Hierzu folgende

Notation. Eine Funktion f : [0,7] x R — R heifit linear beschrdnkt, wenn
es ein C € Ry gibt mit |f(t,z)| < C(1 + |z|) fiir alle (¢,z) € [0,T] x R.

Quadriert man diese Abschitzung, so folgt mit (o + 3)2 < 2a2 + 2% sofort
|f(t,2)|> < 2C3(1 + 2?) fiir alle (t,z) € [0,T] x R. Mit K := max{C,2C?}
gilt daher zusammenfassend

[ft o)l < KQ+z),  [f(t2)) < K1 +a?). (6.14)

Satz 6.7 (Existenz von Losungen). Seien b,o : [0,T] x R — R messbare,
Lipschitz-stetige, linear beschrinkte Funktionen, und Xo € L2*(, Ao, P).
Dann besitzt die SDG (6.3) eine Losung X € L2([0,T7).

Beweis. Der Beweis verallgemeinert den Existenzbeweis fiir gewohnliche DGen
und benutzt wie dieser Picard-Iteration. Man definiert also Xt(o) = Xo und

t t
x = XO+/0 b(s,Xé"))ds—i—/O o(s, X™)dB,, (6.15)

fiir n € No. Wegen (6.14) folgt sukzessiv X (™) € £2([0, T]), fiir alle n € No.
1. Schritt (f.s. gleichmiBige Konvergenz der X (™). Nach Lemma 6.5 gilt

t
n+1 n n n—
BIx"Y - xM? <e i E[x{™ — x{("V|2 ds,
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fiir alle n € N. Bezeichnet man die Funktion auf der linken Seite mit 7,11 (%),
so sind damit die Voraussetzungen von Lemma 6.4 erfiillt, d.h. es folgt

tnfl
(n—1)!

E[|x") — xM2) < e M, (6.16)

mit M := fOTEHXs(Q) — X)) ds < co. Setzt man nun
t
Dei= [ [bls. X0) = bls, X0 )] ds.
0
¢
M, : = ‘/ [0(57X8(")) — a(s,X,E”—U)] dBS’ ,
0

so folgt mit (6.16) und der Itéschen Maximalungleichung (Satz 5.3) weiter

n n 2 1 1
P( sup |X§ +1)—X§)\2—)§P( sup Dy > —)+ P( sup M; > —)
te[0,T) 2n te[0,T) 2 te[0,T] 2

< 2""E[ sup D?]+2°"E[MZ7].
t€[0,T]

Der erste Erwartungswert lasst sich mit CSU und Lipschitz-Stetigkeit durch

T
E| sup D?] = E[D2] < E[T/ [b(s, X™) — b(s, X"~ ds]
t€[0,T 0

T
< TLQ/ E[|Ix{™ — x(n=D2] gs
0

abschiitzen, entsprechendes gilt fiir E[M?]. Fiir ein C € Ry folgt mit (6.16):

2 ot
P( sup X(nH) — X(n) > )< .
(te[o,T] X el 2") (n—1)!

Das tibliche Borel-Cantelli Argument (vgl. Beweis von Satz 2.23) gibt nun

sup |Xt(m)(w) - Xf") (w)] — 0, fiir m,n — oo,
t€[0,T]

fiir alle w auBerhalb einer Nullmenge N. Also konvergiert (X (")1[0,T]X Ne)
gleichméflig gegen einen stetigen Prozess (X¢):e[o,7]; insbesondere ist die Ab-
bildung X : [0,7] x @ — R messbar beziiglich B([0,T]) ® F.

2. Schritt (X, ist Losung mit den geforderten Eigenschaften). Integriert man
(6.16) tiber [0,T], so folgt mit einer geeigneten Konstanten Q:

Qn

X+ — X122 6 p) < it



6.3 Existenz und Eindeutigkeit 113

Da /Qm/n! summierbar ist, so ist die Folge (X(")l[o,T]ch) Cauchy in
£2([0,T]) C L?>(A ® P). Aus der Vollstindigkeit von £?(\ ® P) folgt nun
X € £2(A®P). Schlielich ist X;(w) = lim X" (w)1 e (w) messbar beziiglich
A; (da Ay = A}). Nach Definition 4.1 gilt also X € £2([0,T1).

Es bleibt zu zeigen, dass X die SDG (6.3) 16st. Hierzu geniigt es zu zeigen,
dass im Sinne von £2([0, T'|)-Konvergenz

b(s, X)) = b(s, X,), und o(s, X™) = o(s, X)

gilt, denn dann kann man (mit der Stetigkeit der Integrale) auf beiden Seiten
von (6.15) zum Grenzwert iibergehen. Fiir h € {b,0} gilt nun

T T
E[/ Ih(t, X™) = h(t, X,)|2 dt] < LQE[/ X"~ X,2dt] - 0. O
0 0

Bemerkungen. 1. Nach (6.16) ist fiir jedes feste ¢ die Folge Xt(") Cauchy in
L2(P), d.h. fiir die Lésung X, gilt auch

X, € L2(P), Vtelo,T].

(Aus X € L£2([0,T)) folgt diese Eigenschaft nur fiir A-fast alle ¢.) 2. Die li-
neare Beschranktheit von b,0 wird im Beweis nur benétigt um zu zeigen,
dass die Folge X (™ in £2([0,T]) wohldefiniert ist. Falls man diese Wohldefi-
niertheit (in einem Fall konkret gegebener b, o) durch ein anderes Argument
zeigen kann, so geht der Existenzbeweis auch dafiir unveréndert durch. 3. Die
Losung X ist nicht nur pfadstetig, sondern auch L?(P)-stetig: Bildet man die
Differenz zweier Integralgleichungen (6.3), fiir Zeiten t > s > 0, so folgt

t t
X —Xs = / b(u, X,,) du —|—/ o(u,Xy)dBy, . (6.17)
Hieraus folgt nun unmittelbar die Abschétzung
¢ t
ElX; — X |?] <2(t - 3)/ Eb* (u, X)) du + 2/ Elo*(u, X,) du.

Aus dieser wiederum folgt sofort die L2-Stetigkeit. Man beachte, dass (6.17)
wieder (rein intuitiv) die Markov-Eigenschaft zum Ausdruck bringt: X ist
fiir t > s bestimmt durch X und Einfliisse auf dem Intervall [s, ¢].

Aufgabe. Sei f : [0,7] x R — R Lipschitz-stetig. Es gebe ein yo € R, sodass
die Funktion ¢ — f(t,yo) auf [0,T] beschrankt ist. Man zeige, dass dann f
auch linear beschrankt ist. [Insbesondere folgt fiir zeitunabhéngige Koeffizien-
ten b, o aus der Lipschitz-Stetigkeit automatisch die lineare Beschranktheit.]
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6.4 Qualitative Eigenschaften der Losungen

Neben der Existenz und Eindeutigkeit von Losungen ist auch die ,stetige
Abhéngigkeit von Modelldaten* eine praktisch relevante Forderung. Man
kann némlich fiir reale Modelle weder den Startwert Xy noch die Koeffizi-
enten b, o prdazise bestimmen; eine kleine Abweichung in diesen Daten sollte
daher auch nur zu einer kleinen Abweichung in der Losung fiihren, denn an-
dernfalls wére die Losung praktisch wertlos. Satz 6.9 wird zeigen, dass (und
in welchem Sinn) dem so ist. Als Vorbereitung ben6tigen wir:

Lemma 6.8 (Lemma von Gronwall). Seien o, : [0,7] — R Lebesgue-
integrierbare Funktionen mit der Figenschaft

Bt) < alt) + ¢ /0 B(s)ds, Vtel|0,T], (6.18)

fiir eine geeignete Konstante ¢ > 0. Dann gilt
t
B(t) < aft) +c/ e“t=a(s)ds, Vtel0,T]. (6.19)
0

Beweis. Im Folgenden sei ¢ # 0, da andernfalls die Behauptung trivial ist.
Sei weiter ¥ (t) die rechte Seite von (6.19). Zeige zuerst die Integralgleichung

Y(t) = at) + C/o P(s)ds, vt € 10,T]. (6.20)

Setzt man die Definition von ¢ in (6.20) ein, so erhdlt man [nach Streichung
von a(t) und Kiirzung von ¢] die dquivalente (zu beweisende) Gleichung

/ c(t=s) ds—/ {a(s +c/ e a(u) dul ds . (6.21)

Mit Hilfe der Produktregel (Korollar 5.13) formen wir die linke Seite um und
benutzen dazu dieselben Bezeichnungen Wie in Korollar 5 13, mit g( ) i= ce®s,

f(s):==e"a(s), G(t) := fot g(s)ds =€ —1 und F(t fo s) ds. Damit
lautet die linke Seite von (6.21) wie folgt:

(1+G(t))F(t):F(t)+/0 g(s)F(s)ds+/0 G(s)f(s)ds

t t t
/ e “a(s)ds + / ce“F(s)ds + / (e — e %a(s)ds
0 0 0

t t
= / a(s)ds + / ce®F(s)ds.
0 0
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Dies aber ist die rechte Seite von (6.21), d.h. (6.20) ist erfiillt. Somit folgt

<c ; {B(s) —(s)}ds [nach (6.18)].

Die konstante Folge 7, (t) := 8(t) —1(t) erfiillt somit die Abschétzung (6.10),
womit die Folgerung (6.11) folgende Form annimmt:

" t’nfl t
80— 0tt) < o [ 180) =~ vio) ds.
Fiir n — oo folgt B(t) — ¢(t) <0, also die Behauptung £(t) < 1 (t). O

Bemerkung. Indem man den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
(fiir Lebesgue-Integrale!) benutzt kann man (6.20) auch einfacher durch Ab-
leiten von (6.21) folgern. Da dieser Satz hier nicht vorausgesetzt werden soll
wurde stattdessen die Produktregel herangezogen.

Satz 6.9 (Stetige Abhéngigkeit von Modelldaten). Fiir alle n € Ng seien
b, on : [0,T] x R — R messbare, linear beschrinkte, Lipschitz-stetige Funk-

tionen mit denselben L und K aus (6.9) und (6.14). Seien Xén) € L%(Q, Ao, P)
derart, dass Xén) — X(()O) in L2(P) gilt. Weiter gelte fiir alle (t,z) € [0, T| xR

lim b, (t,z) = bo(t,x), lim o,(t,x) = oo(t, ).
Bezeichnet dann Xt(n), fiir n € Ny, die Losung der SDG

t t
X =X+ [ (s, X ) ds+ [ ou(s, X1V dB
0 0

so gilt
lim ( sup E[(X - X% ) =0. (6.22)

n—oo tG[O,T]

Beweis. Betrachte die Aufspaltung

t
XM _ x© _ym / b (5, X)) — b (s, X)) ds
0

t
+ / [0 (5, X)) — 00 (5, XO)] dBs
0
(denn sie gestattet, die beiden Stetigkeitsvoraussetzungen zu benutzen), mit

t
¥ = x( _ x(0) +/ [ba (5, X ) — bo(s, X ()] ds
0

t
+ / [0 (5, X)) — 00(s, X)) dB, .
0
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Mit (a + B +7)? < 3(a? + 3% ++?) folgt (wie in Lemma 6.5)
Bl(x{" - x{”)? <3E[(Y,")? + / B - X O] as,
mit ¢ = 3(T + 1)L?. Das Gronwallsche Lemma ergibt nun
BIKE™ ~ X{0)2 < 3B 4 30 [ B .
Behauptung (6.22) folgt somit wenn sup,¢o 1 E[(Yt(n))2] — 0 gilt. Nun ist

]‘ n n T
By < B[(X(" — XO) 4 T / b (5, X(©) — bo(s, X[ ds

T
+ [ loals, X0) = an(s. X O ds].
0

fir alle t € [0,7]. Da auf der rechten Seite ¢ nicht mehr vorkommt geniigt
es zu zeigen, dass diese gegen Null konvergiert. Der erste Erwartungswert
konvergiert nach Voraussetzung gegen Null. Die beiden verbleibenden Inte-
granden konvergieren nach Voraussetzung fiir alle (s,w) gegen Null. Mit der
linearen Beschréanktheit erhdlt man fiir sie auflerdem eine A\ ® P-integrierbare
Majorante der Form M (1+ \XS(O) |?), mit einer geeigneten Konstanten M. Mit
majorisierter Konvergenz geht die rechte Seite der letzten Abschéitzung also
gegen Null. O

Wir hatten in Abschnitt 5.4 gesehen, dass fot f(s)dBs ein endliches Mo-
ment der Ordnung 2m besitzt, falls f € £2™([0,¢]) ist. Man kann dies als
Aussage iiber die Losung X; der SDG dX; = f(s)dBs mit Anfangswert
X = 0 interpretieren. Fiir SDGen der Form (6.3) gilt entsprechend:

Satz 6.10 (Momente von Losungen). Seien b,o : [0,T] x R — R messbare,
Lipschitz-stetige, linear beschrdankte Funktionen. Fir ein m € N sei weiter
Xo € L2™(Q, Ao, P). Dann gilt fiir die Lésung X von (6.3):

E[X?™ < (E[XE™] + ct)e*, vt € 10,77, (6.23)
mit ¢ = m(2m + 1)K, wobei K die Konstante zu b und o aus (6.14) ist.

Beweis. Fiir jedes h € {b, 0} und n € N definiere die beschrdnkten Funktionen

h(t,z) fir|z| <n

T
h(t,n—
]

fin(t, @) = ) fur x| >n.
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Dann erfillen b,, und o,, die Voraussetzungen von Satz 6.9. Fiir jedes n € N
sei nun X" die Lésung von

t t
0 0

Da b,, 0, beschrinkt sind folgt mit Satz 5.17: X(™) € L ([ T)), Vp € [1, 00).
Mit (6.24) und der Ito6-Formel (angewendet auf F(x) = 2?™) erhélt man

t
(x(hy2m — xam 4 / 2m(X )21 (b, (s, XY ds + o (s, X)) dB,]
0

S

+ ;/Ot 2m(2m — 1)(X§’L))2"L_203(3,X(")) ds.
Der Erwartungswert dieser Gleichung lasst sich nun wie folgt abschéatzen:
E[(X(")™] < B[X3™ + 2m / ORI X)) ds
+m(2m —1) /t |XMPm2K (1 + | XM)?) ds]
0

Die beiden elementaren Abschiitzungen (1 + |z|?)|x[*™~2 < 1 + 2|z|*™ und
(1 + |z])|z[*™~! <1+ 2|z|*™ ergeben weiter

t
E[(X{M)*™] < E[XZ™] +m(2m + 1)K/ E[1+2|X™ > ds
0
t
<a+ct+ 2(:/ E[X™*™] ds
0
mit @ := E[X¢™] und ¢ := m(2m + 1)K. Mit Gronwall folgt nun

t
E[(Xt(n))Qm] <a+ct+ 20/ e2t=%) (a4 cs) ds
0

t
<(a+ct)(1+ 2c/ e2¢t=9) dg)
0
( +Ct) 2pt

also (6.23) fiir die Prozesse X (™). Nach Satz 6.9 gilt weiter Xt(n) — X; in
£2(P). 0.B.d.A. konvergiere X" auch P-fast sicher. Mit Fatou folgt dann
B[X{™] = E| lim (X{")*"]

< liminf E[(X™)?™]

< (a+ ct)e* . |
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Martingale

Ito-Integrale definieren nicht nur stetige stochastischer Prozesse, sondern
sie besitzen (fiir quadratintegrierbare Integranden) eine weitere fundamen-
tale Eigenschaft, namlich die Martingaleigenschaft. Erst durch sie wird eine
Reihe von tieferliegenden Resultaten der stochastischen Analysis beweisbar,
denn die Martingaltheorie stellt sehr wirkungsvolle analytische Werkzeuge
bereit (Stoppzeiten, Ungleichungen, Konvergenzsétze, etc.). In diesem Ka-
pitel entwickeln wir die bendtigten Grundlagen {iber Martingale, wofiir wir
vorbereitend bedingte Erwartungswerte einfithren. Im darauf folgenden Ab-
schnitt iiber die Doobschen Maximalungleichungen wird insbesondere die It6-
Kolmogorovsche Maximalungleichung verallgemeinert. Mit Stoppzeiten wird
in Abschnitt 7.3 ein Begriff eingefiihrt, der fiir weite Teile der Theorie sto-
chastischer Prozesse grofle Relevanz besitzt. Fiir Martingale kommt diese Re-
levanz hauptséchlich durch die Stoppinvarianz der Martingaleigenschaft zum
Ausdruck; wir behandeln sie abschliefend in Abschnitt 7.4. Konvergenzsétze
der Martingaltheorie behandeln wir nicht, da wir sie nicht bendtigen.

7.1 Vorbereitung: Bedingte Erwartungswerte

Im Folgenden werden die wichtigsten Eigenschaften bedingter Erwartungs-
werte bewiesen. Wir beginnen mit ihrer Definition und geben dann eine wahr-
scheinlichkeitstheoretische Interpretation (vgl. [Ba2, BN, 12]).

Definition 7.1. Sei X € £}(Q, F, P) und H C F eine Unter-o-Algebra. Eine
ZN.Y € LYQ, F, P) heiit ein bedingter Erwartungswert von X gegeben H
(bzw. beziiglich H, oder unter der Hypothese H), wenn gilt:

(BE1) Y ist H-messbar.
(BE2) Fiir alle H € H gilt die Mittelwerteigenschaft

/HYdP:/HXdP. (7.1)



120 7 Martingale

Interpretation. Sei P(H) > 0. (Fir P(H) = 0 ist (7.1) stets erfiillt, stellt
also keine Bedingung dar.) Die Spur-o-Algebra (iiber H)

Fu={FNH|F¢cF}

modelliert alle Ereignisse (in einem Zufallsexperiment Eq zu (Q, F, P)), die
zusammen mit H eintreten konnen. Betrachtet man einen Versuch von FEgq
nur dann als ,giiltig“, wenn H eintritt (dies wird kurz in der Form ,unter
Kenntnis von H “ ausgedriickt), so ist

P(FNH)

S (7.2)

die (bedingte) Wahrscheinlichkeit dafiir, dass im eingeschrankten Experiment
(mit Fy bezeichnet) das Ereignis F' eintritt. Fy wird modelliert durch den
W-Raum (H, Fr, Prr), wobei Py (FNH) durch (7.2) definiert ist. Beobachtet
man eine Z.V. X : ) — R nur dann wenn H eintritt, so ist deren statistischer
Mittelwert (im Limes unendlich vieler Versuche) gegeben durch

1
XdPHzi/ X dP.
/H P(H) Ju

Er wird als bedingter EW von X unter Kenntnis von H bezeichnet. Mul-
tipliziert man nun (7.1) mit 1/P(H), so besagt die resultierende Gleichung
anschaulich, dass die Z.V.n Y und X denselben Erwartungswert unter Kennt-
nis von H haben. Unter der Zusatzannahme, dass fir ein festes y € Y(2) und
alle £ > 0 die Bedingung P(H.) > 0 gilt mit H, := {Y € [y,y + €]}, lasst
sich diese Uberlegung noch weiterfithren: Wegen H. € H folgt zunéchst

1
YdPHE = / XdP.
/YE[y,y—&-s] P<H€) Y €ly,y+e]

Ist nun wy € 2 ein Punkt mit y = Y (wp), so konvergiert die linke Seite dieser
Gleichung gegen Y (wp), also auch die rechte, d.h. es gilt

1
(wo) e—0 |:P(Hs) Yelyy+e]

Y (wp) ist also Grenzwert von bedingten Erwartungen von X, wobei die
yKenntnisse H.“ von wy abhidngen. Damit wird die Bezeichnung der Z.V. Y
als ,bedingter Erwartungswert“ gerechtfertigt, und man erkennt, dass Y (wo)
sich als Mittelung von X-Werten interpretieren lasst.

XdP} .

Ist Y ein bedingter Erwartungswert (kurz: bed. EW) von X unter H und
g eine H-messbare Funktion die P-f.s. Null ist, so erfiillt offensichtlich auch
Y := Y + g die Eigenschaften (BE1) und (BE2) in Definition 7.1, d.h. auch
Y ist ein bed. EW von X. Abgesehen von dieser Mehrdeutigkeit ist ein bed.
EW aber stets eindeutig:
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Lemma 7.2 (Eindeutigkeit des bed. EW). Seien Y und Y zwei bedingte
Erwartungswerte von X gegeben H. Dann gilt Y =Y P-fast sicher.

Beweis. Fiir H := {Y —Y > 0} € H gilt wegen (7.1):

/H(Yfff)dP:O.

Da der Integrand auf H strikt positiv ist folgt P(H) = 0. Entsprechend
schlieft man P(Y —Y < 0) = 0, zusammen also P(Y #Y) = 0. |

Die Ezistenz bedingter Erwartungswerte folgt in einfacher Weise aus dem Satz
von Radon-Nikodym, siehe z.B. [Ba2]. Dieser Satz wird an keiner weiteren
Stelle dieses Buches benotigt, und die Eigenschaften bedingter Erwartungen
folgen allesamt aus der Definition 7.1. Daher kann auf einen Existenzbeweis
ohne grofien Verlust fiir das Weitere verzichtet werden.

Notation. Im Folgenden wird mit E[X|H] ein konkreter (aber nicht ndher
spezifizierter) bed. EW von X unter H bezeichnet. Gleichungen bzw. Unglei-
chungen mit bed. EWen sind stets mit dem Zusatz ,P-f.s. “ zu lesen, um die
nicht eindeutige Spezifikation von E[X|H] auszugleichen. [Dies ist also vollig

analog zur Situation beim It6-Integral ff f(t)dBy.]

Wir diskutieren zunéchst Eigenschaften von bedingten Erwartungswerten,
die denen ,gewthnlicher“ Erwartungswerte entsprechen:

Lemma 7.3 (Integral-Eigenschaften bedingter Erwartungswerte). Es seien
X, X € LYQ, F, P), und H eine Unter-o-Algebra von F. Dann gilt:

(a) (Linearitit.) E[aX + X|H] = aE[X|H] + E[X|H], fiir alle a € R.

(b) (Monotonie.) Gilt X > X so folgt E[X|H] > E[X|H]. Gilt sogar X >0
P-f.s., so folgt E[X|H] > 0.

(c) (Dreiecksungleichung.) |E[X|H]| < E[|X||H].

(d) (Erwartungstreue.) X € £}(P) = E[E[X|H]] = E[X].

Beweis. (a) Fiir alle H € H gilt:
/(aX+5()dP=a/ XdP—i—/ XdP
H H H
:a/ E[X|H]dP+/ E[X|H]dP
H H
:/(aE[X\HHE[XW])dP.
H

(b) Sei 0.B.d.A. X = 0 (ansonsten betrachte X — X), und definiere das
Ereignis N := {E[X|H] < 0} € H. Wegen X > 0 gilt

og/ XdP:/ E[X|H]dP <0. (7.3)
N N
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Da aber E[X|H] auf N strikt kleiner ist als 0, so muss P(N) = 0 gelten.
Nach Definition von N besagt dies aber E[X|H] > 0, P-fast sicher.

Ist X > 0 definiere N := {E[X|H] < 0} € H. Damit folgt wieder (7.3).
Diesmal folgt P(N) =0 aus X > 0, also P(E[X|H] > 0) = P(N°) =
(c) Mit der iiblichen Zerlegung X = X* — X~ hat man |X| = X* —|— X~
Wegen X~ > 0 gilt auch F[X ~|H] > 0. Damit folgt

| BIX[H]| = |BIXFH] — BIX~|H)|
< |E[X*|H]+ E[X~|H]|
= E[|X||H].
(d) Wegen Q € H und (7.1) folgt
E[E[X|H]]:/QE[X|H] dP:/QXdP:E[X]. O

Die nun folgenden Projektionseigenschaften sind im Wesentlichen funktional-
analytischer Natur. (Siehe insbesondere Korollar 7.5 und Korollar 7.8.)

Satz 7.4 (Projektionseigenschaften des bedingten Erwartungswertes). Mit
den Bezeichnungen von Definition 7.1 und X € LY (P) gilt:

(a) X = X P-f.s. = E[X|H] = E[X|H].

(b) Ist G eine Unter-o-Algebra von 'H so gilt E[E[X|H]|G] = E[X|G].

(c) X € LY H, P) (also H-messbar) = E[X|H] = X

(d) X unabhdngig von H = E[X|H] = E[X].

(e) Es gilt |E[X|H]|z1py < [|X|I21(p)- Insbesondere folgt hieraus:
X, — X in LY(P) = E[X,|H] — E[X|H] in L'(P).

(f) Seien X,Y € LY(Q,F,P) derart, dass auch X - Y € LY(P) gilt. Ist X
messbar beziiglich der Unter-o-Algebra H C F, so gilt

E[XY|H] = XE[Y|H].

Beweis. (a) Fiir alle H € H gilt [, E[X|H]dP = [, XdP = [, X dP. Die
ZV.Y := E[X|H] erfiillt also (7.1) und ist H-messbar. Aus Definition 7.1
folgt nun Y = E[X|H].

(b) Fiir G € G gilt einerseits [, X dP = [, E[X|G]dP, und wegen G C ‘H
(also G € 'H) gilt andererseits [, X dP = [, E[X|H]|dP. Zusammen folgt

/E[X|g]dP:/E[X|H]dP, VG Eg.
G G

Die G-messbare Z.V. Y := E[X]|G] ist also der bedingte Erwartungswert
von X := E[X|H] bzgl. G, also Y = E[X|G], d.h. E[X|G] = E[E[X|H]|G].



7.1 Vorbereitung: Bedingte Erwartungswerte 123

(c) Da X H-messbar ist kann man in (7.1) Y = X wéhlen.
(d) Nach Voraussetzung gilt 15 1l X fir jedes H € H. Damit folgt

/XdP:/lHXdP:/lHdP~/XdP
H

_/HE[X]dP.

(e) Integration von |E[X|H]| < E[|X||H] ergibt mit Hilfe der Erwartungs-
treue (Lemma 7.3) sofort || E[X|H]||z1(p) < | X| 21 (p)-

(f) Zunéchst sei 0.B.d.A. Y > 0, denn wegen |X - Y*| < | XY erfiillen auch
X,Y* und X - Y+ obige Voraussetzungen, sodass man aus der Giiltigkeit
von E[XY*|H] = X E[Y*|H] mittels Linearitit diese Gleichheit auch fiir Y’
erhélt. Mit demselben Argument sei 0.B.d.A. X > 0. Im Fall X = 14 mit
A € H erhélt man E[XY|H] = XE[Y|H] aus folgender Rechnung:

/ 14YdP = Y dP
c AnC

= E[Y|H]dP (VC € H)
ANC

= / 14E[Y[H]dP.
C

Wiéhle nun X,, € E(Q,H) mit X,, ,/ X. Da jedes X,, eine endliche Linear-

kombination von Indikatorfunktionen zu Mengen Afcn) € H ist folgt aus der
letzten Gleichung und der Linearitit des Integrals

/XnYdP:/ X, E[Y|H]dP, YCeM.
C C

Mit monotoner Konvergenz kann hier X,, durch X ersetzt werden. O

Bemerkung. Die Integrabilitdtsbedingungen von Satz 7.4(f) sind insbesondere
fir X € £P und Y € £ erfiillt, wenn p, g € [1, oo] adjungierte Indizes sind.

Bevor wir aus Satz 7.4 eine unmittelbare Schlussfolgerung ziehen sei an
folgenden elementaren Sachverhalt aus der linearen Algebra erinnert: Sei
P :V — V ein linearer Operator auf dem Vektorraum V', welcher P2 = P
erfillt. Man nennt P einen Projektor aus folgendem Grund: Es gilt

V = Kern(P) ¢ Bild(P),

d.h. jedes f € V ist eindeutig zerlegbar in f = g+ h (g € Kern(P),
h € Bild(P)) und Pf = h. Man sagt P projiziert V auf Bild(P) langs Kern(P)
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(diese Eigenschaften zeigt man schneller selbst, als sie z.B. in [Ko] nachzu-
schlagen!) Ist zusétzlich || - || eine Norm auf V', so ist ein linearer Operator A
bereits dann stetig, wenn er beschrankt ist, d.h. wenn es ein C' > 0 gibt mit

[AfII < ClIfIl, VfeV.

Aus fn — [ folgt namlich [[Af, — Af|| = [[A(fn — HII < Cllfn = fII = 0.
Dass Beschranktheit auch notwendig ist fiir Stetigkeit lasst sich ebenfalls
leicht zeigen (vgl. etwa [He]), wird aber im Folgenden nicht benétigt.

Korollar 7.5. Durch l'jbergang 2u LY(Q, F, P)—/Iquivalenzklassen erhdlt man
aus E[-|H] einen stetigen Projektor

Py : LYQ,F,P) — LY(Q,F,P). (7.4)

Beweis. Die Wohldefiniertheit von Py folgt aus Satz 7.4(a), die Linearitét
aus Lemma 7.3(a), und die Stetigkeit aus Satz 7.4(e). Schlieflich folgt fir
G := 'H aus Satz 7.4(b) die Projektor-Eigenschaft P = Py. O

Bemerkungen. 1. Die Gleichung F[E[X|H]|G] = E[X|G] ergibt
Pg o P’H = Pg .

Geometrisch bedeutet dies, dass man sukzessiv auf kleinere Teilrdume proji-
zieren kann. Dies ist eine spezielle Eigenschaft bedingter Erwartungen: Sind
V O H D G Vektorrdaume und Py : V — H sowie Pg : V — G Projektoren,
so gilt i.A. Pg o Py # Pg (flir Orthogonalprojektoren in Hilbertrdumen ist
Pg o Py = Pg jedoch stets erfiillt). 2. Projektoren sind ein wichtiges Hilfs-
mittel der Funktionalanalysis, insbesondere fiir Hilbert-Rdume. Aber erst
die Zusatzeigenschaften des bed. EWes machen ihn zu einem der wichtigsten
Werkzeuge der stochastischen Analysis.

Eine sehr niitzliche Ungleichung fiir gewohnliche und fiir bedingte Erwar-
tungswerte ist die von Jensen. Zur ihrer Vorbereitung dient:

Lemma 7.6. Sei ¢ eine konveze C'-Funktion auf einem Intervall I C R.
Dann ist die Ableitung @' monoton wachsend, und es gilt

p(y) = (@) +¢'(2)(y —x), Voyel. (7.5)
Beweis. ¢ konvex heifit, dass fir alle z < t < y (aus I) folgendes gilt:
o(t) < p(x) + 5(z,y)(t — ). (7.6)
Hierbei ist S(z,y) := (¢(z) — ¢(y))/(z — y). Aus (7.6) folgt sofort

S(t,x) < S(z,y). (7.7)
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Die rechte Seite von (7.6) stimmt mit ¢(y) 4+ S(x, y)(t —y) iiberein (der Term
S(z,y)t hebt sich beidseitig weg), sodass mit (7.6) auch

p(t) < ply) + Sz, y)(t - y)
gilt. Hieraus wiederum folgt (wegen t — y < 0) sofort
S(z,y) < S(t,y). (7.8)
Mit ¢ N\, z in (7.7) und t ' y in (7.8) folgt
¢'(x) < S(zy) <¢'(y), Vo <y, (7.9)
also die erste Behauptung. Fiir < y ergibt die linke Seite von (7.9)

oY) — ()

e P@ o) <el) - e),

¢'(z) <
also (7.5). Fiir y < « ist in (7.9) 2 mit y zu vertauschen. Aus der Abschétzung
S(z,y) < ¢'(z) folgt dann wieder (7.5). Fiir = y ist (7.5) trivial. O

Satz 7.7 (Jensensche Ungleichung). Sei ¢ eine konvexe C'-Funktion auf dem
offenen Intervall I C R. Sei weiter X € LY(Q, F, P) mit Werten in I und
©(X) € LYP). Dann gilt E[X] € I und

e(E[X]) < E[p(X)]. (7.10)
Ist H eine Unter-o-Algebra von F so gilt E[X|H] € I P-f.s., und weiter
©(E[X[H]) < Elp(X)[H].

Beweis. Sei I = (a,b) mit —oo < a und b < co. Aus a < X < b folgt
(Lemma 1.4) a < E[X] < b, also E[X] € I. Mit Lemma 7.3 folgt entsprechend
a < E[X|H] < b, sodass ¢(E[X|H]) P-f.s. definiert ist. Zu festem y hat die
rechte Seite in (7.5) ein Maximum bezliglich z fir z = y, d.h.

oly) = Slél;{@(l“) +¢' (@) (y—x)}, Vyel. (7.11)

Wegen X (w) € I kann in (7.5) y durch X ersetzt werden:
o(X) > @)+ ¢ (@) (X —x), Vzxel. (7.12)

Nimmt man hiervon den Erwartungswert und geht dann auf der rechten Seite
zum Supremum tber so folgt mit (7.11)

Elp(X)] > itér;{so(w) + ¢’ (2)(E[X] - 2)} = p(E[X]),
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also die Behauptung (7.10). Nimmt man von (7.12) den bedingten Erwar-
tungswert so folgt fiir jedes feste x € I:

Elp(X)|H] = ¢(z) + ¢'(x)(BIX[H] - z). (7.13)

Wegen Stetigkeit kann man in (7.11) I durch I N Q ersetzen, sodass durch
Ubergang zum Supremum in (7.13) folgt:

Elp(X)[H] = %g{@(w) +¢'(2) (E[X[H] — x)} = o(E[X[H]). o

Bemerkungen. 1. Die Giiltigkeit der Jensensche Ungleichung fiir die Funk-
tion p(x) = |z| (p ¢ C1(R)) wurde in Lemma 7.3(c) bewiesen. 2. Die Jen-
sensche Ungleichung ist auch ohne C'-Bedingung giiltig (denn (7.5) gilt im
Wesentlichen fiir jede konvexe Funktion, vgl. [Ba2,S. 121]). Wir werden diese
Verallgemeinerung im Folgenden aber nicht benttigen.

Korollar 7.8. Die Einschrinkung des Projektors Py in (7.4) auf LP(Q), F, P),
mit p € (1,00), definiert einen stetigen Projektor auf LP(Q,F, P).

Beweis. Ist X € LP so folgt fiir die Wahl ¢(x) = |x|P mit Satz 7.7 zunéchst
|E[X|H]|P < E[|X|?|H]. Integration iber Q gibt

[1epxirrar < [ Eixprmar = [ Bixpiap <o,

also E[X|H] € LP. Die p-te Wurzel hieraus ergibt die Stetigkeit:

IEX Ml cr < ([ X]l2o - O

Bemerkung. Fiir p = 2 ist Py sogar ein Orthogonalprojektor. Der Beweis
dieser Aussage ist nicht schwierig, siehe etwa [Ba2,S. 127].

Abschlielend bestimmen wir den Bildraum von Pj. Auch dabei tritt die
Augmentation einer o-Algebra in natiirlicher Weise auf. Das néchste Lemma
dient zur Vorbereitung, wird uns aber auch an anderer Stelle niitzlich sein.

Lemma 7.9. Sei (Q,F,P) ein W-Raum, H eine Unter-o-Algebra von F,
und X € LY(Q,F, P). Dann gilt:

X ist H* — messbar <— E[X|H]=X.

Beweis. ,=*: Sei E[X|H] mit X abgekiirzt. Per Definition gilt dann

/XdP:/XdP, VAcH. (7.14)
A A
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Aufgrund der Darstellung (2.3) folgt

Api={X-X>0}eH = A = A AN (mit 4 €H, Ny €N)
AL ={X-X<0}eH = A_=AAN, (mit Ay €H, Ny € N).

Da ) die disjunkte Vereinigung von A, und A_ ist erhdlt man mit Hilfe von
Aufgabe 2.a und Gleichung (7.14):

/|X—X|dP:/ (X—X)dP+/ (X — X)dP
Q AlANl AQANQ

:/A(XfX)dPJr/A(X—X)dP:O.

»<=“ Die Zufallsvariable Y := E[X|H] ist definitionsgem&f H-messbar, und
nach Voraussetzung gilt P(Y # X) = 0. Nach Lemma 2.2 ist somit X H*-
messbar. |

Notation. Ist (Q, F, P) ein W-Raum und H C F eine Unter-o-Algebra, so ist
P|y offensichtlich ein W-Maf} auf H. Im Folgenden kiirzen wir £LP(Q2, H, P|)
mit LP(2, H, P) ab. Entsprechendes gilt fiir LP(Q, H, P|x).

Korollar 7.10. Ist (X,,) eine Folge in LY(Q,H, P) und gilt X,, — X in
LY(Q,F, P), so folgt X € L(Q, H*, P).

Der Bildraum des Projektors Py ist im Allgemeinen nicht (wie man aufgrund
von Satz 7.4(c) annehmen kénnte) gleich L'(Q,H, P), was folgenden Grund
hat: Per Definition gilt £1(Q, H, P) C LY(Q, F, P). Ist H # H*, so gilt jedoch
nicht die (zu erwartende) Beziehung

Ll(Q’H’P)CLl(Qvf7P)' (715)
Eine Aquivalenzklasse zu X € £'(Q, H, P) lautet niamlich per Definition
[X)w ={Y € LY H, P) : | X =Y 21(p) = 0}

[Wir werden im Folgenden 6fters [X] anstelle von X schreiben um zu spezifi-
zieren, dass die Aquivalenzklassen nur mit H-messbaren Funktionen gebildet
werden.] Ist nun N eine Nullmenge in F mit N ¢ H, soist X + 1y & [X]n,
aber es gilt X + 1y € [X]z. Es gilt also offensichtlich [X]y C [X]#z und
[(X)n # [X]#. Die F-Aquivalenzklasse von X enthdlt also Funktionen die
zwar P-f.s. mit X dbereinstimmen, aber mangels Messbarkeit nicht in [X]x
liegen, sodass [ Xz keine Klasse in L(Q, F, P) ist. Um solchen Feinheiten aus
dem Weg zu gehen setzt man auch im Kontext von LP-Réumen fiir Unter-o-
Algebren hdufig H = H* voraus. In diesem Fall gilt (7.15), wie aus folgendem
Satz ersichtlich ist:
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Satz 7.11. Sei (0, F, P) ein W-Raum, H eine Unter-o-Algebra von F, und
X € LY(Q,H*, P). Dann gilt:

(a) Jedes X € [X]F € LY, F, P) ist H*-messbar.

(b) [X]n+ = [X]£. Insbesondere gilt L*(Q, H*, P) C LY(Q,F, P).

(¢) Fir den Projektor Py in (7.4) gilt

Py (LY(Q,F,P)) = L'(Q,H*, P).

Beweis. (a) Wegen P(X # X) = 0 und (H*)* = H* folgt die Behauptung
aus Lemma 2.2.

(b) ,C* Ist X € [X]p- so ist X H*-messbar, also auch F-messbar. Mit
1X = Xllcv@mepy = X = Xll2ra,r,p) = 0 folgt X € [X]7.

»0% Nach (a) ist jedes X € [X]r messbar beziiglich H*, und wieder gilt
|X — Xl z1@.m,p) = |1 X — X 210,7,p) = 0, sodass X € [X]y- folgt.

(c) X € LY(Q,F, P) = E[X[|H] ist H*-messbar. Folglich gilt nach (b):
Py([X]F) = [EIXIH]] z = [E[X[H]],,. € L' (Q,H", P).

Bleibt zu zeigen, dass Py, auf ganz L'(2, H*, P) abbildet. Sei hierzu [X]s €
LY(Q,H*, P) gegeben, und Y € [X]x+ = [X]# beliebig gewihlt. Dann ist
nach Lemma 7.9 E[Y|H] =Y, und damit

Pr([X]F) = [EYH]] 7 = [V]F = [X]r = [X]n- . 0

7.2 Maximalungleichungen fiir Submartingale

In der Theorie allgemeiner stochastischer Integrale spielen Martingale eine
zentrale Rolle (vgl. etwa [HT,KS,WW]). Fiir stochastische Integrale beziiglich
der BB benétigt man dagegen nur fiir die tiefer liegenden Resultate etwas
Martingaltheorie. [So bendtigen wir beispielsweise keine Zerlegungssitze fiir
Martingale, keine Martingalkonvergenzsitze und auch nicht den Begriff des
Semimartingals]. Im Folgenden entwickeln wir nur diejenigen Aspekte der
Martingaltheorie, welche wir unmittelbar benutzen werden.

Definition 7.12. Sei (Q, F, P, (Fi)ter) ein filtrierter W-Raum mit I C R,
und X = (X;)ses ein F-adaptierter £1(P)-Prozess. X heifit

Supermartingal beziiglich (F), falls  E[X:|Fs] < X, Vs <t,

Submartingal beziiglich (F), falls  E[X:|Fs] > X5, Vs <t,

und Martingal beztiglich (F), falls  E[X|Fs] = X5, Vs <t.
Anstatt ,Martingal beziiglich (F;)“ sagt man auch kurz ,Fi-Martingal“.

(Analog fiir Sub- und Supermartingale.) Ist p € [1,00) und gilt X; € LP(P)
fir alle ¢t € I, so nennt man X ein £P-(Super- bzw. Sub-) Martingal.
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Bemerkungen. 1. Ist X Submartingal, so ist —X Supermartingal (und umge-
kehrt). Es geniigt daher hiufig Sitze nur fiir Submartingale zu formulieren.
2. Kennt man fiir ein Martingal X die Vergangenheit bis zur Zeit s, so ist
sein (bedingter) EW E[X;|F;] fiir alle t > s konstant gleich X;. Das Stan-
dardbeispiel hierzu ist ein faires Gliicksspiel, bei dem X, das Kapital eines
Spielers nach der n-ten Runde bezeichnet: Im Mittel wird er in jedem weiteren
Spiel weder Gewinn noch Verlust machen, sodass sein Kapital sich zuktinftig
im Mittel nicht &ndert (in einzelnen Spielen schon). 3. Bei Submartingalen
wdchst der Erwartungswert mit der Zeit: E[X ] < E[E[X|Fs]] = E[Xy], fir
s < t. Dies passt zu Gliicksspielen die im Lauf der Zeit im Mittel Gewinn ma-
chen (Situation von Spielbanken). Auch Aktienkurse werden oft durch (Sub-)
Martingale modelliert (vgl. Kapitel 11).

Aufgabe 7.a. Man zeige: (i) Ist (X;);>0 ein £!(P)-Prozess mit unabhiingigen
Zuwéichsen (z.B. eine BB), so ist der kompensierte Prozess X; — E[X}] ein
FX-Martingal. (ii) Ist X € £1(Q, F, P) und (F;)i>o eine Filtration in F so
definiert (jede Version von) X; := E[X|F;] ein F-Martingal.

Beispiel. In Anwendungen treten oft Poisson-Prozesse mit Intensitit A > 0
auf, d.h. Prozesse (X;);>0 mit Xo = 0 und mit unabhéngigen Zuwéchsen der
Verteilung Px,_x, = Ta—s) (¢ > 5). Dabei bezeichnet 7, das Poisson-Maf
(auf R) mit Parameter a > 0, welches definiert ist durch

o0 n

_ a
g =€ ¢ E —En .
n'

n=0

Nach (i) ist der kompensierte Poisson-Prozess X; — Mt ein F{X-Martingal.
Folgende Charakterisierung von Submartingalen werden wir 6fters benutzen:

Lemma 7.13. Sei (2, F, P) ein W-Raum, H C F eine Unter-o-Algebra, und
H,X € LY(Q,F, P). Dann gilt

E[HH] < B[X|H] < / HdP < / XdP, VAeH.
A A
Ist X = (X¢)ter ein Fi-adaptierter LY(P)-Prozess, so gilt fir alle s < t:

X, < E[X|F)] < /XSdPS/Xth, VA€E F,.
A A

Beweis. ,=*“: Fir Y € L' gilt [, E[Y|H]dP = [,Y dP. Durch Integration
von E[H|H] < E[X|H)] iiber A folgt sofort die Behauptung.

»<*“ Nach Voraussetzung gilt fir A := {E[H|H] — E[X|H] >0} € H
/ (H— X)dP = / (E[H|H] — E[X|H])dP < 0.
A A
Dies kann aber nur fiir P(A) = 0 gelten, sodass E[H|H] < E[X|H] folgt. Fiir

die zweite Behauptung hat man in der ersten Aquivalenz lediglich folgende
Ersetzungen zu machen: H := F,, H := X, und X := X;. O
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Lemma 7.14. (Elementare Stabilitdtseigenschaften von Submartingalen).
Der LY(P)-Prozess X = (Xy)ier sei adaptiert an (Fy)ier. Dann gilt:

(a) Ist X ein Fy-Submartingal, so auch ein F;X -Submartingal. Ist J C I, so
ist (Fi)ieg eine Filtration und (X;)iey ist ein (Fi)ies-Submartingal.

(b) Ist X ein Martingal, und ¢ € C*(R) konvex mit o(X:) € LY(P) fiir alle
t € I, soist (p(Xt))er ein Submartingal. Auferdem ist (| X¢|)ier ein
Submartingal.

Beweis. (a) Da X messbar beziiglich F; ist gilt o(X;) C Fs C F; fiir alle
s < t. Damit gilt auch |J,., 0(X;) C F;, womit schlieflich 7;¥ C F; folgt.
Mit Lemma 7.3 und Satz 7.4 folgt fiir alle s < ¢:

E[X|FX] = E[E[X4|F)|FX] > E[X|FY] = X, (7.16)

Ist J C I, so gilt Fy C F und X < E[X¢|Fs], fur alle s <t aus I D J.
(b) Mit der Jensenschen Ungleichung (die auch fiir p(z) = |z| gilt) folgt

E[@(Xt)u:s] 2 SD(E[XtU:S]) = SD(XS) ) VS S t. O

Bemerkungen. 1. Wegen (a) ist es oft nicht erforderlich die zugrunde lie-
gende Filtration anzugeben. Wenn wir im Folgenden einen Satz tiber (Sub-)
Martingale (X;);c; ohne Angabe einer Filtration machen, dann gilt dieser
Satz fiir jede in Frage kommende Filtration (F;)¢er, insbesondere also fiir
die kanonische. 2. Das Einschieben von Projektoren wie in (7.16) (hier als
»Zwischenkonditionierung“) ist ein Standard-Trick der Funktionalanalysis,
der im Folgenden mit bedingten Erwartungen oft Anwendung finden wird.

Lemma 7.15. Sei (X¢)icjo,1) ein Fi-Submartingal. Dann gilt

(Xt)iepo, 1) st Martingal <= E[Xo] = E[X7].

Beweis. ,=* Folgt durch Integration von Xy = E[Xr|Fy] iiber Q.
»<="“ Aus der Submartingaleigenschaft

X, < E[X,|F,], Vs<t,

folgt zunéchst E[X;] < E[X¢], und damit E[X,] < F[X;] < E[X7], fur alle
t €[0,T]. Wegen E[Xy] = F[X7] ist dies nur moglich falls

E[X{] = E[Xo], Vtel0,T].
Es folgt E[E[X:|Fs] — Xs] = 0, wobei wegen der Submartingaleigenschaft

E[X:|Fs] — X5 > 0 gilt. Dies ist aber nur moglich wenn der Integrand P-f.s.
Null ist, d.h. es gilt X; = E[X:|F], fiir alle s < ¢. O
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Die nun folgende Grundversion der Doobschen Maximalungleichung verallge-
meinert die Kolmogorovsche aus Abschnitt 2.5 auf die deutlich gréfier Klasse
von Submartingalen (vgl. nachfolgende Aufgabe):

Satz 7.16 (Basis-Maximalungleichungen). Ist (Xy)g=1,..n ein Submartingal
mit Zerlegung X = X,j' — X, so gilt fiir alle X > 0:

A P(max{X;} > \) < / X,FdP < E[X;]. (7.17)
k=1 {maxZ=I{Xk}>A}

Ist p € [1,00) und (Xg)g=1,.. n ein LP-Martingal, so gilt fir alle A > 0:
P(rrkléic | Xk > N) < %Enxnv’} : (7.18)
Beweis. Zerlege A := {max(Xy,...,X,) > A} in diejenigen Ereignisse Ay,
bei denen Xj > X erstmals eintritt, also in Ay := {X; > A} € F; und
Ap={X1 <\ X1 S AN {Xe > A} € Fi,
fiir alle k = 2,...,n. Zeige nun, dass die Zerlegung
A=Up_4 A, (disjunkt) (7.19)

besteht: Zunéchst sind A; und Ay flir [ < k disjunkt, denn w € A; impliziert
X; > X\ wihrend w € Ay (fir & > 1) X; < X zur Folge hat. Weiter ist
offensichtlich A, C A, also U}_; A C A. Ist umgekehrt w € A so gibt es
einen ersten Index ko € {1,...,n} mit Xz, > A. Also gilt w € Ay, und damit
A C U}_ Ay, womit (7.19) folgt. Wegen 14 =14, +--- + 14, gilt nun:

E[X; 14l =) E[X14,]
k=1

=Y E[E[X;14,]X1,..., X¢]]

=Y EMAEX[|X1,....Xi]]  (da Ay € Fp)
>N E[aEXa X1, Xe]]l (da X > X))
> ZE 14, Xk] (Submartingaleigenschaft)

> E[la N (da Xj, > A auf Ay)
=Y A P(Ax) = X- P(A).

Sei schlieBlich (Xj)k=1,..n ein LP-Martingal. Dann ist (|Xg|")k=1,..n €in
Submartingal, welches mit seinem Positivteil tibereinstimmt. Aus

Iz?%f('Xk' >\ = Ii@ink\P > AP

folgt daher mit (7.17) die Behauptung. |
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Aufgabe. Man zeige, dass unter den Voraussetzungen der Kolmogorovschen
Maximalungleichung (Satz 2.20) der Prozess

k
My = X;¥; k=1,....n,

i=1
ein Martingal definiert. Man folgere hieraus die Ungleichung (2.22).

Korollar 7.17 (L?-Ungleichung). Es sei (Xy)g=1,...n ein L2-Martingal oder
ein nichtnegatives L2-Submartingal. Dann gilt

Elie{X7)] < 4B[X2]. (7.20)
Beweis. Nach beiden Voraussetzungen ist (|Xx|)g=1,. » ein Submartingal,
sodass Satz 7.16 anwendbar ist. Mit Y := max{|X1/|,...,|X,|} gilt nun:
1
E[-Y? = / [/ A1y (A) dA] dP
= A-P(Y > \)dA (Fubini)
R+

</]R+ [/Q|Xn|-1{y>k}] d\ (nach (7.17))

= / |X,|-Y dP (Fubini)
Q
< Xanll2 - 1Yl (CSU).

Hieraus folgt 1[|Y[2 < || X,|l2 (im Fall [|[Y]2 = 0 ist diese Abschitzung
trivial), also ||Y||3 < 4[| X,,||3. Dies ist (7.20). m|

Wir kénnen nun problemlos zu kontinuierlichen Zeiten iibergehen, da obige
Ungleichungen nicht von der Anzahl der Zeitpunkte abhdngen:

Satz 7.18 (Doobsche Maximalungleichungen). Sei T' > 0 und (X¢)e[o,1) €in
(pfad-) stetiges Submartingal. Dann gilt fir alle A > 0:

P(max{X,t € [0,T]} > \) < %E[X;E]. (7.21)

Seip > 1 und (Xt)ieo,1) ein stetiges LP-Martingal. Dann gilt:
1
P(max{|X:|,t € [0,T]} > A) < ﬁEHXTVJ]’ YA >0. (7.22)

Sei schlieflich (X¢)ie(o,1) ein stetiges L2-Martingal. Dann gilt:

E[tg[lg%{Xf}] < 4BE[X7]. (7.23)
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Beweis. Da X stetige Pfade hat kann man in (7.21) und (7.22) das Maximum
tiber [0,7] ersetzen durch das Supremum iiber die Menge

D= UpenDy, mit Dy = {—-T |k =0,....27},

277.
denn D ist dicht in [0,T]. Offensichtlich gilt D,, T D. Nun ist der Prozess
(Xt)tep, ein Submartingal, sodass mit (7.17) gilt:

P(max{X;,t € D,} > \) < %E[Xjﬂ : (7.24)

Wegen {max(X;,t € D,,) > A} T {sup(Xy,t € D) > A} konvergiert fiir
n — oo die linke Seite in (7.24) gegen P(max{Xy,t € [0,T]} > A), wahrend
die rechte Seite nicht von n abhéngt. Durch Grenziibergang in (7.24) folgt
daher (7.21). Analog folgt (7.22) aus (7.18). Schlielich folgt wegen

i I{laX {XRT} ya H?Oax]{X 7}

mit monotoner Konvergenz die Behauptung (7.23) aus (7.20). O
Bemerkungen. 1. Die Maximalungleichungen von Doob fiir den Fall p # 2 fin-
det man z.B. in [RY, Kapitel II]. Sie werden im Folgenden aber nicht ben&tigt.
2. Ein Martingal im alltdglichen Sinn ist ein Hilfsziigel im Pferdesport, der

das Hochstrecken des Pferdekopfes erschwert. Gleichung (7.22) zeigt, dass X
die Wahrscheinlichkeiten fiir den Ausschlag von X, begrenzt, fiir alle s < t.

Fiir It6-Integrale ergibt sich aus der Doobschen L2-Ungleichung:
Korollar 7.19. Sei f € £2([0,T]). Dann gilt

max|/f ) dBs|?] <4/ £2( (7.25)

te[0,T

Beweis. Da Xy = fo s) dB; ein L£2-Martingal ist folgt die Behauptung in-
dem man auf die rechte Selte von (7.23) die It6-Isometrie anwendet. D

Abschlieflend betrachten wir Eigenschaften von Submartingalen im Zusam-
menhang mit der Augmentation der zugrunde liegenden Filtration:

Satz 7.20. Es sei (Xy)ier ein Fy-Submartingal auf (Q,F, P). Dann ist jede
Modifikation (Xt)te[ von (Xit)ier ein Ff-Submartingal. Ist umgekehrt (X¢)ter
ein F-Submartingal, so ist (E[X:|Ft])ter eine Modifikation von (Xt)ier, wel-
che ein Fy-Submartingal ist.

Beweis. Da f := E[X;|F?] messbar beziiglich 7 ist gilt nach Lemma 7.9 die
Gleichheit f = E[f|Fs], also fir ¢t > s:
E[X|F;] = E[E[X:|F!]| 7]
= E[X,|F) > X, = X,.

Dabei ist im Fall s = ¢ “>” durch “=" zu ersetzen.
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Sei nun X; F;-messbar. Dann gilt nach Lemma 7.9 X; = E[X;|F], d.h.
X := E[X:|F:] definiert eine F;-messbare Modifikation von (X;). Diese ist
ein (F;)-Submartingal:

BIXi|F:] = E[E[X,|F}]|F,] = BE[X:| F)|F]

> E[X,|F) = X,, Vs<t. O

Bemerkung. Satz 7.20 macht den engen Zusammenhang zwischen F;- und
F;-Martingalen deutlich. Er zeigt insbesondere folgendes:

1. Ist (X}) ein F;-Submartingal, so ist dies automatisch ein F;*-Submartingal.
Man kann also eine gegebene Filtration augmentieren ohne dabei beste-
hende Martingaleigenschaften zu zerstoren.

2. Man kann im Fall vollstandiger Filtrationen bedenkenlos ein Martingal
modifizieren, ohne dabei die Martingaleigenschaft zu verlieren.

3. Im Falle von Familien von nur P-f.s. definierten Zufallsvariablen (die etwa
durch Grenzwertbildung gewonnen werden) folgt: Ist (F;) vollstandig so
ist entweder jede Version von (X;) ein F;-Martingal oder keine.

Diese Eigenschaften begriinden, weshalb man im Kontext von Martingalen
oftmals (und ohne wesentliche Einschrankung) die Vollstindigkeit der zu-
grunde liegenden Filtration zur Generalvoraussetzung macht. In Kapitel 5
hatten wir dies bereits zwecks Erhaltung der Adaptiertheit beim Ubergang zZu
einem modifizierten Prozess getan.

7.3 Stopp- und Optionszeiten

Stoppzeiten sind ein allgemein wichtiger Begriff in der Theorie stochastischer
Prozesse, sie sind also nicht auf den Martingalkontext beschrankt. Sie spie-
len etwa bei der Steuerung stochastischer Prozesse, oder bei der Ermittlung
optimaler Strategien eine wichtige Rolle, vgl. [CR]. Eine Stoppzeit modelliert
typischerweise einen zufilligen Zeitpunkt 7, an dem ein gewisses Ereignis
erstmals eintritt. Die Menge {7 < t} besteht also aus allen w fiir die dieses
Ereignis bis zur Zeit ¢ schon eingetreten ist. Da F; alle bis zum Zeitpunkt ¢
bestimmten Ereignisse enthélt sollte gelten:

{r<t}eF, vtel. (7.26)

Hierzu dquivalent sind die Bedingungen {7 >t} € F;, fur alle ¢ € I.

Definition. Sei I = [0,T] oder I = [0,00), und (Q, F, (F;)tecs) ein filtrierter
Messraum. Eine messbare Funktion 7 : Q — I U {oo} heifit Stoppzeit bzgl.
(F:) wenn (7.26) gilt, bzw. Optionszeit bzgl. (F;), wenn man in (7.26) < durch
< ersetzt. T heiflt beschrdnkt, wenn es ein M € R, gibt mit 7 < M, 7 heifit
endlich, wenn 7 < oo gilt. Ist (X;)ter ein stochastischer Prozess, so heifit 7
eine Stoppzeit (bzw. Optionszeit) bzgl. X, wenn dies bzgl. (F{X)icr gilt.
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Bemerkungen. 1. Haufig (nicht immer) werden Stoppzeiten als Zufallsvaria-
blen auf einem (filtrierten) W-Raum (2, F, P) definiert, obwohl das W-Maf}
hierfiir gar keine Rolle spielt. Das W-Maf verschleiert sogar etwas den priméar
sinformationstheoretischen Charakter“ von Stoppzeiten, welcher durch (7.26)
klar zum Ausdruck kommt. 2. Der Einschluss von ,7(w) = oo in der De-
finition ist vOllig natiirlich, denn er gestattet eine angemessene Zuordnung
der zufalligen Zeit oo fiir Ereignisse die in I nie eintreten. In der Literatur
ist die Bezeichnung Stoppzeit in Bezug auf Zulassung von 7 = oo nicht ganz
einheitlich, in Bezug auf (7.26) jedoch schon. 3. Ist 7 eine Stoppzeit, so gilt
wegen {7 <t —1/n} € Fy_1/n C Fy

{T<t}:U{T§t—%}e]—}. (7.27)
neN

Jede Stoppzeit ist also Optionszeit. Die Umkehrung hiervon gilt nicht, siehe
Lemma 7.21. Aus (7.26) und (7.27) folgt weiter {T =t} € F;.

Definition. Eine Filtration F in Q heifit rechtsstetig, wenn mit

ft+lzﬂfs, tZO,

s>t
die Gleichheit F; = F; fir alle t > 0 gilt.

Bemerkungen. 1. Beliebige Durchschnitte von o-Algebren sind o-Algebren,
also ist Fi4 eine o-Algebra. 2. Weitere offensichtliche Eigenschaften sind:

ft+:m~7:t+i’ S<t:>fs+Cftht+.
nelN

Insbesondere ist auch (Fiy)ier eine Filtration in Q. 3. Nach dem folgenden
Lemma stimmen im Fall 7, = F;; Stopp- und Optionszeiten iiberein. Daher
wird die Rechtsstetigkeit von Filtrationen oft vorausgesetzt.

Lemma 7.21. 7 ist Fy-Optionszeit <= 1 ist Fi4-Stoppzeit.
Beweis. ,=*“ {1 <t} € F fiir alle ¢ > 0 impliziert

1
{r<t}= ﬂ{r<t+ﬁ}€ () Frrz = Fir-

neN nelN

L= Gilt {7 <t} € Fyyp, so folgt mit {r <t—1} ¢ Fo-1yp C Fu

{mt}:U{@p%}eﬂ. o

neN
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Im Folgenden werden meistens rechtsstetige Filtrationen vorausgesetzt. Da-
her geniigt es im Wesentlichen Stoppzeiten zu diskutieren.

Lemma 7.22. Sind 71 und 1o Stoppzeiten beziiglich (Fi)ier, so sind auch
T1 ATe und T V T2 solche Stoppzeiten. Ist I = [0,00), so ist auch 7 + T2 eine
Stoppzeit beziglich (Fy)ier-

Beweis. Die beiden ersten Behauptungen folgen unmittelbar aus

{nAn<tt={n<t}U{n <t}eF,
{Tl\/TQSt}:{TlSt}m{’@gt}eft.

Dritte Behauptung: Fiir t = 0 gilt {71 + 72 < 0} = {1 <0} N{ <0} € Fo.
Fiir ¢ > 0 und ©; := {my =0}, Q2 := {0 <7y < t}, Q3 := {7 > t}, betrachte
die Zerlegung

{n+mn>tt= U {Gn{rn+mrn>t}}. (7.28)
i=1,2,3

Dann gilt Q1 N{r + 72 >t} = {r = 0,72 >t} € F;, sowie

Qgﬂ{T1+7’2>t} = {Tlit,T1+T2>t}U{T1>t,7’1+7’2>t}
= {n=tn>0u{n>t}cF.

Die verbleibende zweite Menge in (7.28) lasst sich wie folgt zerlegen:

{0<n<tm>t-n}= |J {r<n<tmn>t-r}eF. O
reQ4,0<r<t

Bemerkung. Jede konstante, nichtnegative Z.V. t € I ist trivialerweise eine
Stoppzeit. Mit 7 ist also auch 7 A t eine Stoppzeit, fiir jedes t € I. Dies wird
spater benotigt werden.

Wichtige Beispiele von Stoppzeiten sind die sogenannten Eintrittszeiten: Ist
(Xt)i>0 ein R4wertiger stochastischer Prozess und A C R?, so nennt man
eine Funktion 74 : Q@ — [0, 00|, definiert durch

TA(w) :==inf{t >0: X;(w) € A} (7.29)

eine Fintrittszeit in A. Ist die Menge in (7.29) leer, so setzt man hier (und im
Folgenden) inf @) := co. Im Allgemeinen braucht 74 keine Stoppzeit zu sein.
Im folgenden, fiir uns wichtigen Spezialfall, ist dies aber so:

Lemma 7.23. Sei (X;);>0 ein pfadstetiger, F;-adaptierter Prozess in RY.
(a) Ist A C R? abgeschlossen so ist die Eintrittszeit T4 eine Fi-Stoppzeit.
(b) Ist A C R offen so ist die Eintrittszeit Ta eine F;-Optionszeit.
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Beweis. (a) Fir z € R? bezeichne d(z, A) := min{|lz —y| : y € A} den
Abstand von z zur Menge A. (Ubung: Man zeige, dass das Minimum existiert,
und dass = — d(z, A) stetig auf R? ist.) Hiermit gilt

{ra >t} ={X, ¢ A Vs 0,1}
= {d(X;, A) > 0,Vs € [0,1]}.

Da die Pfade X.(w) stetig sind ist auch d(X.(w), A) stetig. Hiermit folgt

d(Xs(w),A) > 0,¥s € [0,t] <= In e N:d(X(w),A) >
<— IneN:d(X;(w),A) >

Damit folgt weiter:
1
{ra>ty=J () {dX.4) > ~}eR.
neN se[0,t]NQ

(b) Es gentigt {T4 < t}° € F; zu zeigen. Fiir einen beliebigen Prozess X und
eine beliebige Menge A lautet dieses Komplement

{ra>t}={inf{s: X, € A} > t}
= () {X. ¢4},

s€[0,t)
mit {X; € A} € Fy C Fi. Ist X stetig und A offen so gilt weiter

fazty= (| {X.¢A}eF. O

s€0,t)NQ

Beobachtet man einen stochastischen Prozess bis zu einem zufilligen Zeit-
punkt 7, so wird dadurch diejenige Menge von Ereignissen bestimmt, deren
Eintreten bis 7 entscheidbar ist. Dies fiihrt zu folgender

Definition. Sei (F;)ies eine Filtration in (€2, F) und 7 eine F;-Stoppzeit.
Dann ist die o-Algebra der Ereignisse bis zur Zeit T definiert durch

Fr={AeF|An{r <t} e F,Vtel}.

Bemerkungen. 1. Ist 7(w) = to € R so gilt F; = F;, (Konsistenz der Be-
zeichnungen). 2. Mit A°nN{r < t} = {7 < t} n{An {7 < t}}° folgt:
A e F. = A¢ € F,. Damit ist klar, dass F, eine o-Algebra ist. 3. Fir
A€ F, und jedes t € I gilt

An{r=t} = An{r<t}n{r=t} € F.
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Interpretation: Tritt bei der Realisierung eines Zufallsexperiments das Ereig-
nis 7 = t ein (dies ist zum Zeitpunkt ¢ entscheidbar), so ldsst sich zur Zeit
t auch entscheiden, ob A eingetreten ist. Beispiel: Sei (X;);>0 ein stetiger
reeller Prozess mit Xo = 0 und X; — oo fiir £ — oo. Sei 7 := 7(1}. Dann ist
A:={[] X,ds > 3} € F;X (siche weiter unten Satz 7.26), und

Aﬁ{th}z{w:/O Xs(w)ds >

Erreicht also der Prozess zur Zeit ¢t erstmals den Wert 1, so kann zu diesem
Zeitpunkt auch A entschieden werden. 4. Die Z.V. 7 ist F,-messbar. [Beachte:
Eine reelle Z.V. X ist F-messbar genau dann, wenn fiir alle s € IR die Menge
{X € [s,00)} in F liegt, denn {[s, >0), s € R} erzeugt B(R).] Es gilt ndmlich
fiir jedes s € R:

{r<sin{r <t} = {r<tAs} € Firs CF, VteR.
Dies bedeutet per Definition, dass {T < s} € F,, Vs € R.

Lemma 7.24. Seien 7 und o Stoppzeiten beziiglich (Fy)icr. Dann gelten
(a) Frno = Fr N F,.

(b) <o =F, CF,.

(c) E[-|Fons] = E[E[-|F5]|F-].

Beweis. (a) Die Inklusion F, N F, C Frao folgt sofort aus
An{rno <t} = (An{r<thu(An{oc <t}).
Ist A € Frnq, s0 besteht wegen {7 <t} C {7 Ao <t} die Darstellung
An{r <t} = An{rroc<th)n{r <t} € F, Vtel,

also Fras C Fr. Aus Symmetrie folgt Frp, C Fy, also Frne C Fr N Fy.
(b) Ist 7 < o so gilt 7 =7 A o. Mit (a) folgt

Fr=Fne =Fr NFy CFyp.

(c) Vorbereitung: Wegen Fypr C Fy ist 0 AT F,-messbar, und damit gilt
{o<1} ={o=0AT}EF,.

Trivialerweise folgt AN{oc < 7} € F, fir alle A € F,. Zeige, dass sogar

An{o <71} € Fopnr, VAEF,. (7.30)
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Nach (a) geniigt es AN {o < 7} € F, nachzuweisen. Dies folgt aus
An{o<rin{r<tt=An{fo<th)n{r<t}n{ont<TAt}eF,

denn jede der Mengen rechts ist in F;. Aus Symmetriegriinden gilt mit (7.30)
auch AN{r < o} € F,a, fiir alle A € F,. Insbesondere A := Q gibt
{o <7} ={r <0}° € Fyrr. Schneidet man (7.30) mit {o < 7} so folgt

AN{o <71} € Fopr, VAEF,. (7.31)

Zeige nun (c): Wegen Elg|Fons] = E[E[g|F5]|Fonr] geniigt es zu zeigen,
dass fiir jedes f € L1(2, F,, P) die Gleichung

E[f|-7:¢7/\'r] = E[f|-7:'r] (732)

gilt, denn mit f = E[g|F,] folgt hieraus (c). Nach (7.30) ist f-1;,<,} messbar
beziiglich Fyar, denn dies gilt fiir f = 14 (mit A € F,), also auch fir
jedes f € E(Q,F,), also auch fiir punktweise Grenzwerte solcher Elemen-
tarfunktionen. Mit (7.31) folgert man analog, dass auch E[f|F;] - 1{;<x
Fonr-messbar ist. Mit F,a, C F, folgt

E[f|~7:'r] = E[f : ]-{UST} + f : 1{T<a}|-7:7']
= f : 1{J§'r} + E[f‘]:‘r} : 1{‘r<4:7} ,

was ebenfalls F,,-messbar ist. Hieraus, und mit F,p, C F,, folgt (7.32):

E[flfr]:E[E[ﬂfTHfa/\r]:E[.ﬂfo/\r} ]

Wir werden Stoppzeiten hauptséchlich benutzen um stochastische Prozesse
»geeignet zu stoppen® (siehe nichsten Abschnitt). Dabei sind insbesondere
rechtsstetige Prozesse von Interesse, was wesentlich daran liegt, dass die Fil-
trationen aufsteigend sind (F; C Fiqp, fir b > 0). Aus diesem Grund ist
man an der Approximation einer Stoppzeit 7 durch ,einfache“ Stoppzeiten
Tn, von rechts interessiert. Dies motiviert folgendes

Lemma 7.25. Sei 7 eine Stoppzeit beziglich (Fi)ier. Dann gibt es eine Folge
von JFi-Stoppzeiten 1, mit folgenden Figenschaften:

(a) Fir jedes n € N nimmt 7, nur endlich viele Werte an.

(b) Fiir allen € N gilt: 7 < 7.

(¢) T \\ T fiir n — co.

Beweis. Wir behandeln die Fille I = [0,00) und I = [0, T] getrennt.

1. Fall: Fir I = [0, 00) definiere 7, (w) = oo, falls 7(w) > n, sowie
1+1

Tn(w) = TR falls 2% <7(w) <

i+1
2n

i=0,1,...,n2" — 1.
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Dann gelten offensichtlich (a) - (c). Zeige: Die 7, sind Stoppzeiten:
1+1 ) 1+1
{r, <t} = ) U =31 = ) U {msr<—Zter,
{ili+1<t-2n} {i|i+1<t-2n}
wobei {55 <7 < it} e Fita C Fy aus (7.27) folgt.

2. Faoll: Tm Fall T = [0,T] definiere 7,(w) = T falls 7(w) = T, 7h(w) = o0
falls 7(w) = oo, sowie

1 . 11
Tn(w)2:Z+ -T, falls L-TST(W)<l+ T,
2n 2n 2n
fiiri =0,...,2" — 1. Wie im Fall I = [0, 00) folgt {7 <t} € F;. |

Bemerkungen. 1. Obiges Lemma gilt unverandert auch fiir Optionszeiten 7.
Um dies zu sehen muss man nur beachten, dass nach Lemma 7.21 7 eine
Fir-Stoppzeit ist, d.h. es gibt diskrete F;-Stoppzeiten 7,, \, 7. Diese 7,
aber sind F;-Optionszeiten. 2. Die Frage, fiir welche Mengen A die Eintritts-
zeiten T4 Stoppzeiten sind, ist schwierig zu beantworten. Ein allgemeines
Resultat lautet wie folgt: Ist (X;)i>o ein stetiger, F;-adaptierter, R%-wertiger
Prozess und (Fi)i>0 rechtsstetig und vollstindig, so ist fir jede Borelmenge A
die Eintrittszeit T4 eine F;-Stoppzeit. Einen Beweis dieses Satzes (sogar um
Einiges allgemeiner) findet man in [DM, Kapitel IV, Theorem 50]; siehe auch
[Dy, Kapitel 4.1]. Dieser Satz wird im Weiteren jedoch nicht benotigt.

7.4 Gestoppte Prozesse und Optional Sampling

Man kann einen stochastischen Prozess (X:):e; mathematisch manchmal
ykontrollieren“ indem man ihn stoppt sobald ein gewisses Ereignis erstmals
eintritt. Allgemeiner: Ist 7 eine Stoppzeit so betrachtet man den gestoppten
Prozess X™ = (X[ )ter, welcher definiert wird durch

X7 = Xinr . (7.33)

Fiir ¢ < 7(w) gilt also X7 (w) = X¢(w), und fir t > 7(w) gilt X7 (w) = X, (w),
d.h. die Pfade von X7 sind ab der Zeit T konstant.

Fiir einen beliebigen Prozess X und eine endliche Stoppzeit 7 (in (7.33) die
Stoppzeit t A 7) ist nicht garantiert, dass w +— X, (,)(w) iiberhaupt eine
messbare Funktion definiert, denn iiber (¢,w) +— X;(w) ist nichts vorausge-
setzt. Ist aber (Xi)tes ein messbarer Prozess, so ist via Komposition auch
w = (T(w),w) = X;)(w) messbar. Da die Werte von X, zur Zeit 7 fest-
liegen erwartet man, dass X, messbar bzgl. F, ist. Hierzu ist allerdings eine
etwas stiarkere Messbarkeitsanforderung an X zu stellen:

Definition. Ein reeller Prozess (X;):>o heifit progressiv messbar beziglich
(Fi)i>0, wenn fiir die Abbildung X : (s,w) — Xs(w) und jedes ¢ > 0 gilt:

Xljo.4x0 ist B([0,t]) ® F; — messbar .
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Bemerkungen. 1. Jeder beziglich (F;);>o progressiv messbare Prozess ist
auch Fi-adaptiert. Fixiert man namlich in einer produktmessbaren Funktion
eine Variable (hier die Variable s, s = t), so ist die resultierende Funktion
nach Fubini messbar beziiglich der o-Algebra zur verbleibenden Variablen.
2. Ein tiefliegender Satz von Doob besagt, dass jeder Fi-adaptierte Prozess
eine progressiv messbare Modifikation besitzt. Die progressive Messbarkeit
ist also nur minimal starker als die Adaptiertheit. Im Folgenden wird dieser
Satz von Doob aber nicht weiter benutzt.

Folgende einfach zu verifizierende Aussagen werden beim Beweis des nach-
folgenden Satzes verwendet:

Aufgabe 7.b. Sei X : (Q, F) — (', F') messbar. Dann gilt

(a) Ist A€ Fund X|4: A— @ die Einschrankung von X auf A, so ist X |4
eine (F N A) — F'—messbare Abbildung.

(b) Ist Q' = Q1 x Qg und F' = F; ® Fa, mit o-Algebren F; iiber Q;, so ist
X = (X1, X3) genau dann F — (F; ® F2)-messbar, wenn die Komponenten
Xi: (Q,F) — (9, F;) messbar sind fir i = 1, 2.

Satz 7.26. Sei (X,);>0 progressiv messbar beztiglich (Fy)i>0, und sei T eine
Fi-Stoppzeit. Dann gilt:

(a) Ist T endlich, so ist X, messbar beziglich F.

(b) (X7 )0 ist progressiv messbar beziglich (Fi)i>o-

Beweis. Vorbemerkung: Eine Funktion Y : @ — R ist F,.-messbar genau
dann, wenn fiir jedes B € B(R) gilt:

{YeB}leF, <= Vt>0: {r<t}n{Y e B} e F,
— Vt>0: {t<t}n{Y eB}eFn{r<t},
= Vt>0: {Y|{<p € By e FrN {7 <t},
= Vt>0: Y|fr<p ist Fy N {7 < t}-messbar. (7.34)

(a) Zeige mit (7.34) die F.-Messbarkeit von X, : Sei hierzu 7 := (7, 72), mit
71 = Tl{r<ys T2 = I|{r<s}, und I(w) := w. Dann gilt

Xrlr<ty =X o7 =X]pyxaoT,

sodass die Behauptung aus der Komposition messbarer Abbildungen folgt,
wenn denn die Abbildung 7 : {7 < ¢t} — [0,¢] x © messbar ist beziiglich
(Fe N {7 < t}) — (B([0,t]) ® F). Verifiziere dies: 71 = 7[{r<; ist zunéchst
(Fr N {7 < t})-messbar, da 7 F,-messbar ist. Auflerdem gilt offensichtlich
Frn{r <t} Cc Frn{r < t}, sodass die Behauptung folgt. Zur Messbarkeit
von 7o: Ist A € Fy soist 7y “(A) = An{r <t} € Fin{r <t}.
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(b) Zeige: Fiir jedes t € I ist X7[j 4« messbar beziiglich B([0,t]) ® F;. Sei
hierzu 7(s,w) := (T(w) A s,w), also 7 : [0,¢] x @ — [0,¢] x Q. Dann ist

XT‘[O,t}xQ = X‘[O,t]xg oT.

Die Behauptung folgt also mit der progressiven Messbarkeit von X, falls
7 = (71,72) messbar beziiglich (B([0,t]) ® F;) — (B([0,t]) ® F) ist. Zeige
dies: Die Messbarkeit von 72 beziiglich (B([0,t]) ® Ft) — F; ist trivial. Die
Messbarkeit von 77 folgt aus der Darstellung

Frw)=(T(Ww)At)As, (s€]0,t]), (7.35)

denn w — 7T(w) At ist Frar — B([0,¢])-messbar, also auch F; — B([0,t])-
messbar, und damit ist (s,w) — 7(w) At offensichtlich B([0, t]) ® F; — B([0, t])-
messbar. Da auch (s,w) — s so messbar ist folgt mit (7.35), dass 71 ebenfalls
B([0,t]) ® F — B([0, t])-messbar ist, woraus die Messbarkeit von 7 folgt. O

Progressive Messbarkeit ist eine einfache Konsequenz aus der (Rechts-) Ste-
tigkeit eines Prozesses, sodass diese Eigenschaft im Folgenden zwanglos erfiillt
sein wird. Sie gilt damit insbesondere fiir It6-Prozesse.

Lemma 7.27. Jeder rechtsstetige, reelle, Fi-adaptierte Prozess (Xi)i>o ist
progressiv messbar beziglich (Fi)i>o0. Insbesondere ist der gestoppte Prozess
(Xinr)i>0 rechtsstetig und progressiv messbar beziglich (Fy)i>o-

Beweis. Betrachte fiir n € N den von rechts approximierenden Prozess

n . kE k+1
Xt( )(w) ::Xl«+1((.d), furte[ﬁ,%), kENQ.

n

Offenbar gilt Xt(n)(w) — X¢(w) fiir n — oco. Weiter ist X(™ progressiv
messbar beziiglich (F,, 1)i>0: Mit I, := [£, 2510 [0,¢] und B € B(R) ist

n’> n

{(s,w) €[0,t] x Q: X" (w) € B} = U {(s,w) € [, x Q: XM (w) € B}
k€eNg

- U (Ik x {Xpn € B})

k€N
€ B([0,t]) ®ft+% .

Fiir n — oo folgt, dass X progressiv messbar ist beziiglich (Fy4<)s>0, fiir alle
€ > 0. Damit gilt dies auch fiir € = 0, denn
{(s,w) € [0,t] x Q: X;(w) € B} ={(s,w) € 0,t) x Q: X;(w) € B}
U ({t} x {X, € B}).
Die zweite Menge ist in B([0,t]) ® F;, und dies gilt auch fiir die erste:

U{(s,w)e[(),tf%]xQ:XS(w)GB}GB([O,t])(X)}}. O
nelN
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Mit diesen Vorbereitungen konnen wir nun die Stoppinvarianz der Martin-
galeigenschaft angehen. Diese wird gelegentlich als ,Hauptsatz der Martin-
galtheorie“ bezeichnet. Sie verallgemeinert die definierende (Sub-) Martingal-
eigenschaft von Zeiten s < t auf Stoppzeiten o < 7. Wir beginnen mit einem
fundamentalen Lemma von Doob, welches man als die ,,Grundversion“ des
Optional Sampling Theorems betrachten kann:

Lemma 7.28. Sei (Xy)i>0 ein Fy-Submartingal und o, T seien beschrinkte
Fi-Stoppzeiten mit endlichen Wertemengen und mit o < 7. Dann gilt

X, < BIX,|F)]. (7.36)
Ist (Xy¢)i>0 ein Martingal, so gilt in (7.36) sogar Gleichheit.
Beweis. Es geniigt (7.36) zu beweisen, denn fiir ein Martingal X sind X und

—X Submartingale, sodass (7.36) auch mit negativen Vorzeichen gilt. Dies
zusammen impliziert (7.36) mit = anstelle von <.

Nach Lemma 7.13 bleibt fiir beliebiges B € F, nachzuweisen, dass

/ X, dP < / X, dP. (7.37)
B B

Sei hierzu {t1,...,t,} = 0c(Q) U T(Q), mit ¢; < --- < t,,. Dann gilt

Xo = Zthl{o:tk} ) X, = thl{'r:tk} )
k=1 k=1

woraus die Integrierbarkeit von X, und X, folgt. Weiter ist B die disjunkte
Vereinigung der Ereignisse By, := BN{o =t} € F,, k=1,...,n, sodass es
geniigt (7.37) mit By, anstelle von B zu beweisen. Fiir festes & gilt zunéchst

X,dP= | X, dP= | Xy, dP, (dati=0<71). (7.38)
By By By

Die entscheidende Beobachtung ist nun, dass fur j =k, k+1,...,n — 1 gilt:

Xong; dP = / X, dP +/ Xy, dP
By ’ Bkﬁ{TStj} Bkﬁ{‘l‘>t]‘}

< / Xont; o, AP + / Xt dP
Bin{r<t;} Brn{r>t;}

= XT/\tj+1 dP
By

Dabei wurde in der Abschitzung die Submartingaleigenschaft benutzt (wegen
Brn{r > t;} € F;, ist dies moglich). Sukzessiv folgt nun

)(7'/\t;c dpP <--- < X‘r/\tn dP = X dP7
By By, By

sodass mit (7.38) schlie8lich die Behauptung folgt. |



144 7 Martingale

Im Folgenden wird (7.36) auf beliebige beschrankte Stoppzeiten o, T verall-
gemeinert, durch diskrete Approximationen von ¢ und 7 mit anschliefendem
Grenziibergang. Allerdings erfordert dieser Grenziibergang einen Konver-
genzsatz der Maftheorie, welcher folgende Begriffsbildung verwendet:

Definition. Sei (2, F, P) ein W-Raum. Eine Familie F' von integrierbaren
Funktionen heifit gleichgradig integrierbar (g.g.i.), wenn gilt:

lim (sup/ |f|dP) =0. (7.39)
€T N feF J{|f|>c}

Obwohl dieser Begriff zunéchst nur wie eine technische Bedingung erscheint,
so ist er doch von allgemeiner Wichtigkeit fiir die W-Theorie. Mit ihm lasst
sich ndmlich die genaue Beziehung zwischen £!'-Konvergenz und stochasti-
scher Konvergenz aufklaren. Dies wird in Satz 7.30 dargestellt und spater
durch Korollar 10.7 ergénzt werden.

Satz 7.29. Ist F eine Familie von Funktionen in LY(Q,F, P) so gilt:

(a) F' ist genau dann g.g.i., wenn sup e p{l|fllc1(py} < 00, und wenn es zu
jedem e > 0 ein 6 > 0 gibt sodass gilt:

P(A) <o = sup/ |fldP <e. (7.40)
ferJa

(b) F ist immer dann g.g.i., wenn es ein h € LY(P) gibt mit |f| < h fiir alle
f € F, oder wenn es ein p > 1 gibt mit sup ;¢ p{|| fllcr(p)} < 00.

Beweis. (a) Die Notwendigkeit der ||- || z1-Beschranktheit und von (7.40) folgt
sofort aus der fiir alle A € F und ¢ > 0 giiltigen Abschétzung

/\fldPéc-P(A)+/ |f| dP.
A {If1=e}

Umgekehrt folgt aus der || - || z1-Beschranktheit mit Tschebyschev zunéchst

1
sup P(f] > &) < Tsup |[fller — 0, fiir e — oo.
fer C feFr

Wé&hlt man also ¢ > ¢, so ist P(|f| > ¢) < fiir alle f € F. Mit (7.40) folgt
daher sup ¢ f{|f|>c} |f]dP < e, fiir alle ¢ > ¢p, und damit (7.39).

(b) Aus [|f]dP < [hdP = M < oo folgt die || - ||z1-Beschrinktheit der
Familie F', sowie (7.40) [man wende (a) an auf F = {h}, und majorisiere
dann die f-Integrale in (7.40)]. Nach (a) gilt also (7.39).

Sei nun F' eine LP-beschrankte Familie mit p > 1. Die gleichméfige Inte-
grierbarkeit von F folgt (mit |f| > ¢ <= [f|P7!/cP™1 > 1) aus

P~ 1
fdPS/ A ap < L oswplfP, .. O
/{f|>0}| | {\f|20}| | et cp—1 feFH ”ﬁ”(P)
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Bemerkungen. 1. Ist f integrierbar, so gilt fiir F':= {f} offenbar (7.39), also
auch (7.40). 2. Sind Fy = {f;,i € I} und Fy = {f;,j € J} zwel gleichgradig
integrierbare Familien mit 7 NJ = @, so auch F := {fi,k € I U J}, was aus
der Charakterisierung (a) folgt: Es gilt die erste Bedingung

sup [ fkller = (sup (| fillz2) V (sup || fjll 1) < o0
i J

Wa&hlt man 6 = 61 Ade (d; und 09 erfiillen (7.40) fiir Fy bzw. Fy), so gilt auch
(7.40) fir F'. Insbesondere folgt mit der ersten Bemerkung, dass endlich viele
L'-Funktionen gleichgradig integrierbar sind. 3. Wichtig fiir Martingale ist
folgende einfache Beobachtung: Ist X eine Z.V. in £1(Q, F, P), so ist

F:={FE[X]|A]| A C F ist Unter-o-Algebra}

eine g.g.i. Familie: Es gilt P(|E[X|A]| > ¢) < ||X||z1 — 0, fiir ¢ — oo, und
zwar unabhéngig von A. Hieraus folgt

/ |E[X|A)| dP < / E[|X||A]dP
{I|B[X|A]|>c} {|BIX|A]|>c}

= / |X|dP < €,
{IE[X| A=}

fiir ¢ > ¢p, unabhéngig von A. Dies zeigt, dass (7.39) erfiillt ist.

Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir nun die angekiindigte Beziehung zwi-
schen stochastischer und £!(P)-Konvergenz darstellen. [Eine weitere Bezie-
hung, welche allerdings die Integrierbarkeit der Grenzfunktion voraussetzt,
wird in Korollar 10.7 gegeben.]

Satz 7.30 (Vitalischer Konvergenzsatz). Ist (Q,F, P) ein W-Raum und ist
£, f1, f2,--.: Q2 —= 1R eine Folge messbarer Funktion, so sind dquivalent:

(a) f, f1, f2,-.. sind integrierbar und ||fn — f|lz2 — 0.
(b) {fn,n € N} ist g.g.i., und f,, — f stochastisch.

Beweis. ,(a)=(b)“: Aus f, — f in L' folgt sofort f, — f stochastisch.
Weiter folgt sup{||fnllz1,n € N} < oo (Stetigkeit der Norm), sowie

/ o — F1dP < |lfo— Fllen (7.41)
{lfn—f>c}

Fir alle n > np und alle ¢ > 0 ist dies < ¢/2. Da jede endliche Familie von
L'-Funktionen g.g.i. ist folgt, dass es auch zu {f; — f,..., fn, — f} ein cg > 0
gibt mit f{lfn—f|>CO} |frn — fldP < /2, fir n = 1,...,n9. Mit (7.41) folgt
nun

/ |fn—fldP <e, VneN, Vc>cq.
{Ifa—FI2c}
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Es gilt also (7.39) fiir die Familie {f, — f|n € No}. Aus

[ iglar< [ 15, s1ap+ [ 151ap

folgt mit Satz 7.29(a) die Eigenschaft (7.40) fiir die Familie { f,,,n € N}, und
damit schliefSlich deren gleichgradige Integrierbarkeit.

s(a)<(b)“: Zeige zuerst, dass f integrierbar ist. O.B.d.A. gelte f,, — f P-fs.
(sonst nehme Teilfolge), also auch |f,,| — | f| P-f.s. Dann gilt fiir die unteren
Einhiillenden: F,, := infy>, | fx| /| f|. Nach Satz 7.29(a) gilt

/EMPS/M$WS$WWMU<QL Vn e N,
keN

sodass mit monotoner Konvergenz [ |f|dP < oo folgt, also f € L}(P).
Zeige nun die £!'-Konvergenz f,, — f: Bei festem € > 0 gilt

nn—mgs/ o~ fldP +<
{lfn—Ff1=e}

s/ thP+/ fldP +e.
{|fn—f|>e} {Ifn—FI>e}

Die Familie {f, f1, f2,...} ist g.g.i., d.h. (7.40) ist erfillt. Nach Voraussetzung
gilt P(|fn— f| > €) — 0. Die Integrale konvergieren damit gegen Null, sodass
1 fn = fllzr < 3¢ gilt, fiir alle n > ng. O

Mit diesen Vorbereitungen kommen wir schliefilich zum angekiindigten Ziel
dieses Abschnitts, der folgenden Verallgemeinerung von Lemma 7.28:

Satz 7.31 (Optional Sampling Theorem). Es sei (X¢)i>0 ein rechtsstetiges
Fi-Submartingal und o < 7 seien beschrinkte F;-Stoppzeiten. Dann sind X,
und X, integrierbar und es gilt

X, < E[X.|F,]. (7.42)

Ist (Xi)i>0 ein LP(P)-Martingal mit p € [1,00), so sind X,, X, € LP(P),
und in (7.42) gilt Gleichheit.

Beweis. Angenommen (7.42) ist gezeigt. Ist dann X ein LP-Martingal, so
sind X und —X Submartingale, sodass in (7.42) Gleichheit folgt . Speziell
fir 7 :== T (mit T > o) folgt dann die Darstellung X, = E[Xp|F,]. Mit
Korollar 7.8 folgt X, € LP. Es geniigt also (7.42) nachzuweisen.
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1. Schritt: Sei zuerst Xy > 0 und 7 <ty € Ry. Dann ist
F :={X, : pist Stoppzeit mit p <ty und X, < E[X |F,]}

gleichgradig integrierbar. (Man benutze in Bemerkung 3, nach Satz 7.29, die
Abschétzung X, < E[X,,|F,].) Sind o,, und 7, die von rechts approximieren-
den Stoppzeiten aus Lemma 7.25, so gilt 0 < 0, < 7, < tg, und o, 7, haben
endlich viele Funktionswerte. Weiter gilt punktweise X, — X,, X, — X,
und mit Lemma 7.28 (Doob)

/ X, dP < / X, dP, VBeF,, (7.43)
B B

denn F, C F,, . Wegen X, , X, € F folgen mit Vitali die £!-Konvergenzen
X5, — X, und X, — X,. Grenziibergang in (7.43) gibt somit (7.42).

2. Schritt: Ist X beliebig so definiert X; V (—n) ein nach unten beschrénktes
Submartingal. Damit ist X; := X; V (—n) +n > 0, sodass X (7.42) erfiillt,
und damit auch X; V (—n). Es gilt also fiir jedes n € N und B € F,:

/BX(,V(—n)dP:/B(XV(—n))UdP
g/B(Xv(—n))TdP
:/BXT\/(—n)dP. (7.44)

Nach Schritt 1 sind (X4), und (X4), integrierbar, also auch X, und X;.
Mit majorisierter Konvergenz folgt aus (7.44) somit (7.42). |

Beachte. In (7.43) wurde wesentlich von der Approximation durch Stoppzei-
ten von rechts (F, C F,, ) Gebrauch gemacht. Die Integrierbarkeit von X,
folgt im Wesentlichen aus Vitali, denn Vitali garantiert die Integrierbarkeit
der Grenzfunktion.

Korollar 7.32 (Stoppsatz). Sei (X;)i>0 ein rechisstetiges Fi-Submartingal
(bzw. Martingal) und 7 eine (beliebige) F;-Stoppzeit. Dann ist auch X7 ein
rechtsstetiges Fi-Submartingal (bzw. Martingal).

Beweis. Nach Lemma 7.27 ist X7 ein rechtsstetiger, F;-adaptierter Prozess.
Fir 0 < s <t sind s A7 und t A 7 beschrankte Stoppzeiten. Fiir ein Submar-
tingal X folgt aus Satz 7.31

XS/\T S E[Xt/\7'|~7:s/\7']
= E[E[Xinr|Fr]|Fs] (nach Lemma 7.24)
= E[Xt/\7'|-7:s] (da ft/\T - -7:7') .

Fiir ein Martingal X ist hier wieder < durch = zu ersetzen. O
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Bemerkungen. 1. Korollar 7.32 gilt natiirlich (entsprechend modifiziert) auch
fiir die Grundversion des Optional Sampling Theorems (Lemma 7.28), ins-
besondere also fiir zeitdiskrete (Sub-) Martingale. Hierzu folgendes Beispiel:
Ein Spieler verfolgt beim Roulette folgende Strategie: Er setzt pro Spiel zehn
Euro auf Rot. Nachdem er erstmals 5 mal in Serie gewonnen hat, oder aber
spétestens nach 100 Spielen, hort er auf zu spielen (= Stoppzeit 7). Sei Y,
der Gewinn beim n-ten Spiel, bei zehn Euro Einsatz auf Rot. Dann definiert
X, =7, Y, fiir n € {1,...,100}, ein Supermartingal (einfache Ubung).
Der Gesamtgewinn des Spielers nach dem n-ten Spiel ist X, -, am Ende (bei
n = 100) also X .. Nach Korollar 7.32 ist (Xpar)n=1,...,100 aber immer noch
ein Supermartingal, d.h. {iber viele Abende gemittelt macht er Verlust, auch
wenn er immer nach der ersten Ser-Gewinnserie aussteigt. 2. Die Vorausset-
zung beschrankter Stoppzeiten in Satz 7.31 ist wichtig. Setzt man etwa beim
Roulette immer auf rot und verdoppelt bei Verlust im nachsten Spiel den
Einsatz, so macht man theoretisch Gewinn! (Theoretisch deshalb, weil man
nicht unbegrenzt verdoppeln kann.) Es kommt ndmlich irgendwann wieder
rot (mit Wahrscheinlichkeit 1), und dann ist der erzielte Gewinn gleich dem
Spieleinsatz beim ersten Spiel. Das Spiel bricht also mit Sicherheit mit Ge-
winn ab. (Diese Spielstrategie wurde Mitte des 19. Jahrhunderts ebenfalls als
,2Martingal “ bezeichnet; der Begriff hat also offenbar mehrere Wurzeln.) Dies
ist ein Grund fiir die Begrenzung von Spieleinsitzen in Spielbanken, wenn
auch nicht der einzige.
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Darstellung Brownscher Martingale
durch Ito-Integrale

In diesem Kapitel beginnen wir die engen Beziehungen zwischen Ito-Integralen
und Martingalen zu untersuchen. Wir zeigen zuerst, dass Ito-Integrale mit
quadratintegrierbaren Integranden stets Martingale sind. Der It6-Kalkil eroff-
net damit eine allgemeine Methode zur Untersuchung von Martingalen vom
Typ F(t, X:), wenn dabei X; einen It6-Prozess bezeichnet. Wir wenden diese
Methode in Abschnitt 8.2 auf exponentielle (Super-) Martingale an. Deren
Bedeutung liegt unter anderem darin, dass schon die einfachsten exponen-
tiellen Martingale einen dichten Teilraum in den quadratisch integrierbaren
Funktionalen der BB erzeugen. Kombiniert mit dem Ito-Kalkiil fiithrt dies
in Abschnitt 8.5 direkt zum Itdschen Integraldarstellungssatz fiir Brownsche
Martingale. Zu seinem Beweis benotigen wir aber noch das Faktorisierungs-
lemma der Mafitheorie und den Begriff p-fach integrierbarer Funktionale sto-
chastischer Prozesse, welche wir in Abschnitt 8.3 vorbereiten.

8.1 Das Ito6-Integral als L>-Martingal
Im Folgenden sei wieder (By, A;);>0 eine BB mit vollstandiger Filtration.

Satz 8.1. Sei f € £2(]0,00)). Dann ist jede Version der Familie von P-f.s.
definierten Z.V.n (fot fsdBs)i>o ein L2(P)-Martingal beziiglich (At)>o.

Beweis. Fiir einen Treppenprozess f € 7.2([0,¢]) ist fot fu dB,, offensichtlich
Aj-messbar, sodass mittels £2(P)-Grenziibergang (nach Korollar 7.10) die

A¥-Messbarkeit von fot fudBy, fiiv alle f € £2([0,¢]) folgt. Wegen

/fudB A, /fudB +/fudB Al (s<1)

:/O fudBu+E[/S fu dBy| Ay (8.1)
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bleibt zu zeigen, dass hier der letzte Term verschwindet. Fiir den Treppen-
prozess sei 0.B.d.A. t;, = s, fiir ein geeignetes jo (sonst schiebe man einen
zusétzlichen Zeitpunkt ein). Der zweite Term in (8.1) lautet dann

E[Zej(Btj+1 Bt] |'A ZE e] Bt]+1 Btj)|Atj]|A3} =0, (82)

Jj=Jo J=Jjo

denn Ele;(By,,, — By, )|Av,] = e, E[(By, ., —By,)| Ay, ] = 0. Fiir f € £2([0, 0))
schreibt man nun das zweite Integral in (8.1) als £2-Grenzwert mit Treppen-
prozessen. Da der bedingte EW einen stetigen L2-Projektor definiert, kann
man den Limes mit dem EW vertauschen. Mit (8.2) folgt nun, dass der zweite
Term in (8.1) verschwindet. |

Bemerkungen. 1. Setzt man in Satz 8.1 die Filtration nicht als vollstandig
voraus, so ist jede Version des It6-Integrals (also auch die stetige) zumindest
ein Ajy-Martingal. Ob es dann auch eine stetige Version gibt die sogar ein
Ai-Martingal ist wird in der Literatur offenbar nicht diskutiert. Stattdessen
wird stets Ay = A vorausgesetzt, sodass sich diese Frage eriibrigt. 2. Fiir
Integranden f € £2([a, ]) definiert X, := fo s)dBs i.A. kein Martingal.
Jedoch ist (X;) stets ein lokales A;-Martingal, d. h ein reeller, A;-adaptierter
Prozess fiir den A;-Stoppzeiten (7, )nen existieren mit 7, < 741, T — 00
P-f.s. und so, dass fiir alle n € N die gestoppten Prozesse X™ A;-Martingale
sind. Es lasst sich zeigen (siehe [HT, Seite 172]), dass fiir jedes stetige lokale
Martingal (X;):>0 die quadratische Variation (5.42) existiert. Im Aufbau ei-
ner stochastischen Integrationstheorie beziiglich stetiger lokaler Martingale
(anstelle von By) ist dieser Begriff zentral, vgl. [HT, KS1].

Beispiele.

1. In Kapitel 5 hatten wir die Formel

/BdB —(B? - 1)

erhalten. Wegen fOT E[B?]ds = fOTsds < oo gilt (By)i>0 € L2(]0,00)),
sodass nach Satz 8.1 der Prozess (B} — t);>0 ein £2-Martingal ist. (Dies
lasst sich sehr leicht auch ohne Integral verifizieren. Ubung!)

2. Der Prozess X; := e!/?sin(By) ist ebenfalls ein £2(P)-Martingal mit Zeit-
menge [0, 00). Um dies zu sehen beachte man, dass X; = F(t, B;) gilt, mit
F(t,z) := e*/?sinz. Mit der Tto-Formel folgt

1 1
dX; = §et/2 sin B, dt + e'/? cos B, dB; — 5et/2 sin B, dt,

also X; = fot e%/2 cos B, dB,. Da der Integrand offenbar in £2([0, 00)) liegt,
folgt die Behauptung aus Satz 8.1.
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Diesen Beispielen liegt ein allgemeines Prinzip zugrunde um festzustellen, ob
ein Prozess der Form X; = F(t, Bt) ein Martingal ist: Das Differential dX;
darf keinen dt-Anteil enthalten, und der dB;-Koeffizient muss in £2([0, 00))
liegen. Dass man den ersten Teil durch einfaches Rechnen bewerkstelligt de-
monstriert die Kraft der It6-Formel. [Die zweite Voraussetzung erfordert aber
oft nichttriviale Argumente.] Auf diesem Prinzip basiert die Analyse expo-
nentieller Martingale im néchsten Abschnitt.

Aufgabe. Als weiteres Beispiel verifiziere man, dass auch der Prozess
Xy = (By+t)e"BeHt/2) >0,
ein Martingal ist. Allgemeiner zeige man: Ist F(¢, x) eine Losung von
or _ _19°F
o 2022’
so besitzt d(F'(t, B;)) einen verschwindenden dt-Anteil.
8.2 Exponentielle Supermartingale

Zur Motivation dieses Begriffs erinnern wir daran, dass Exponentialfunktio-
nen in vielen Bereichen der Analysis auftreten (bei Differentialgleichungen,
in der analytischen Halbgruppentheorie, bei Lie-Gruppen, etc.). Im Kontext
von Martingalen und It6-Prozessen ist daher folgende Frage naheliegend:

Fiir welche It6-Prozesse X; definiert M, := eXt ein A;-Martingal ¢

Um dies zu klaren benutzen wir das Prinzip aus Abschnitt 8.1: Hat X; das
Differential dX; = f; dt + g; dBy, so folgt mit der It6-Formel

A(X) = XX, + e (X,
= eXt(fy dt + g; dB; + %gf dt).
Dies zeigt, dass ein £2-Martingal jedenfalls dann vorliegt, wenn gilt:
fi= 50, X eL2(P), (FadzocL(0.00).  (83)

Wir setzen fortan Xy = 0, womit die zweite Bedingung stets erfiillt ist. Die
erste Bedingung besagt dann, dass X; die folgende Form haben muss:

¢ 1t
Xt:/o g(s) dBS—i/O g*(s)ds. (8.4)

Die dritte Bedingung in (8.3) ist i.A. eine nichttriviale Integrabilitatsbedingung.
Sie lasst sich jedoch in den zwei nachfolgenden Fillen leicht verifizieren.
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Der erste Fall betrifft deterministische Integranden (also das Wiener-Integral),
und wird in Abschnitt 8.4 bendtigt.

Lemma 8.2. Fiir jede Funktion g € L3, ([0,00)) und alle p € [1,00) wird ein
LP(P)-Martingal (My);>0 beziiglich (A;) definiert durch

M, = My(g) = eJo 901 4B=3 [ () s (8.5)

Beweis. Mit Satz 2.19 folgt, dass der Exponent in (8.5) N(u,0?)-verteilt

ist mit den stetig von t abhéngenden Parametern u; = —% 0 g%(s) ds, sowie

fo s) ds. Nach (1.13) gilt fiir N(u,0?)-verteilte Z.V.n X
EleX] = et BleXH] = ertio”

Fiir jedes p € [1, 00) ist somit E[ePXt] < oo (also M, € LP), und die Funktion
t — E[ePXt] ist stetig auf [0, 00). Es folgt fiir jedes T > 0:

T T
/E[(extgt)‘ﬂdtz/ E[?X) g2 dt < 0.
0 0

Bedingung (8.3) ist also erfiillt. Somit ist (M;);>0 ein Martingal. O

Beispiel. (Geometrische Brownsche Bewegung.) W&hlt man fiir g eine kon-
stante Funktion, g := o, und damit (wegen (8.3)) f := —302, so folgt

t t
1
X, :/ f(s) ds+/ g(s)dB, = —§a2t+aBt.
0 0
Damit ist der Prozess (die sogenannte geometrische Brownsche Bewegung)
M, = e7Bi=37% £>0

ein LP-Martingal. Hieraus folgt etwas allgemeiner, dass der Prozess

Y;g — eo’Btf,ut — echt 20 2¢ (20 —p)t

flir g > 0 ein Supermartingal, und fiir g < 0’ ein Submartingal ist. Solche
Prozesse dienen als einfache Modelle fiir Aktlenkurse (vel. Kapitel 11), wie
auch als einfache Populationsmodelle. Realistischere Modelle erhélt man aber
erst unter Einsatz stochastischer Differentialgleichungen, vgl. [St, @, Ga).

Der zweite einfache Fall in dem (8.5) ein Martingal definiert liegt vor, wenn
(g9¢) ein beschrinkter Treppenprozess ist. Dann ist die dritte Bedingung in
(8.3) ebenfalls leicht zu verifizieren:
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Lemma 8.3. Sei M;(g) durch (8.5) definiert mit g € 7.°°([0,00)). Dann ist
(M(g))i>0 ein LP(P)-Martingal beziglich (A), fir alle p € [1, 00).

. . . N-1 e
Beweis. Die Beschranktheit des Prozesses g; = ijo e[, 1,40)(t) ist dquiva-
lent zu |ej| < M Vj, mit einem geeigneten M € Ry. Damit folgt

N-1 N-1 N-—1
1Xe| <D lesl - 1AB| 4+ ) legl* - Aty < MY |AB;| + MPT,
=0 =0 =0
und hieraus
L N1
leXt|P < ePMT H ePMIAB;| vVt e [0,T].
7=0

Da el®Bi| in £9(P) liegt fiir alle ¢ € [1,00), so folgt eX* € LP(P), fiir alle
p € [1,00). Mit der Beschriinktheit von g folgt weiter eXtg; € LP(P), fiir alle
p € [1,00), sodass die dritte Bedingung in (8.3) erfiillt ist. Somit definiert
eXt ein LP-Martingal, fiir alle p € [1, c0). |

Mit diesem Lemma erhalten wir folgende allgemeine Integrierbarkeitsaussage,
deren Minimalvoraussetzungen (lediglich die Existenz des It6-Integrals wird
bendétigt) durchaus bemerkenswert sind:

Korollar 8.4. Fiir alle g € L2([0,00)) und alle t > 0 gilt:
Eledo 9 45a=4 [{o* sy < (8.6)

Beweis. Fixiere t > 0 und wihle g, € 7.°°([0,]) mit g, — g in £2([0,1]).
O.B.d.A gelte fiir n — oo P-fast sicher

t 1 t
Xt(n) = / gn(s)dBs — f/ g2(s)ds
0 2 /o

t 1 t (87)
= [as)am— [ g6)ds = x,.
0 2 0
Da die e-Funktion stetig und nichtnegativ ist folgt mit Fatou (8.6):
E[e*] = E[liminf(eX:")] < liminf E[eX"] = 1. O

n—oo n—oo

Bemerkung. In diesem Beweis wurde erstmals essenziell von Approximationen
mit beschrdnkten Treppenprozessen Gebrauch gemacht.

Mit diesen Vorbereitungen erhalten wir zusammenfassend folgenden Satz
iber exponentielle (Super-) Martingale, welcher unsere einfiihrenden Betrach-
tungen zu diesem Thema abschliefit. In Abschnitt 10.1 werden wir diese
Betrachtungen nochmals vertiefen. Wir benétigen dazu allerdings das Ito-
Integral mit Stoppzeiten als Grenzen, welches wir erst in Kapitel 9 entwickeln.
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Satz 8.5. Sei My = My(g) durch (8.5) definiert, mit g € £2(]0,00)). Dann ist
(My)i>0 ein Ai-Supermartingal. Dieses ist genau dann ein Martingal, wenn
E[M;] =1 ist, fir alle t > 0.

Beweis. Seien 0 < s < t fest. Wahle g,, wie in (8.7). Fiir v > s definiere

Mén) = GXS €ﬁ"(s’v) = BXS €j;v gn () dBui% fsu gi(u) du

9

mit X, wie in (8.4). Dann ist (Mén))ve[&t] ein A,-Martingal, denn fiir alle
s <wu <wv <t folgt mit Satz 7.4(f) und Lemma 8.3:

E[M{|A] = Ble®re | A,] = X B[e? )| A,]
= eXsghn(su) — Mi(L") .

Die vorletzte Gleichheit folgt, weil (eﬁn(s’”))ve[&t] ein Martingal ist (um dies
zu sehen setzte man g(u) := 0,u € [0,s], und g(u) := Bn(s,u),u € [s,t]; der

entsprechende Prozess (M, ),>0 ist nach Lemma 8.3 ein A,-Martingal). Fiir
jedes A € A, gilt demnach

/M,f")dpz/ Msf”)dP:/MSdP,
A A A

wobei die letzte Gleichung aus Ms(n) = M, folgt. Wegen 0 < Mt(") — M,
P-f.s. folgt hieraus mit Fatou:

/Mthg/MsdP, VA € A,.
A A

Nach Lemma 7.13 ist M; also ein Supermartingal. Die zweite Behauptung
folgt wegen My = 1 sofort aus Lemma 7.15. O

8.3 Vorbereitung: Charakteristische Funktionen

In den nachfolgenden Abschnitten werden wir 6fters von charakteristischen
Funktionen ¢p Gebrauch machen, einem Standardwerkzeug der W-Theorie.
Wir werden allerdings nur eine relativ einfache Eigenschaft benttigen, ndmlich
die Aussage, dass ¢p das W-Mafl P eindeutig bestimmt. Diesen Eindeutig-
keitssatz werden wir im vorliegenden Abschnitt beweisen, und daraus einige
unmittelbare Folgerungen ziehen. Im Folgenden treten Integrale iiber kom-
plexwertige Funktionen auf, die wir zunachst einmal definieren:

Notation. Mit L, (x) werde der Raum der komplexwertigen Funktionen
f = f1 + ifs bezeichnet, mit Komponenten fi, fo € LP(u). Entsprechend
definiert man L, (p). Man setzt [ fdp:= [ fidu+i [ fodp.
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Die komplexen Funktionen verhalten sich in Bezug auf Integration sehr dhnlich
zu den reellen Funktionen. So ist eine messbare komplexe Funktion f genau
dann integrierbar wenn [ |f|dp < oo ist, und es gilt ebenso die Abschéitzung
| [ fdu| < [|f]dp. Weiter gelten die Minkowskische und die Holdersche
Ungleichung, d.h. LY,(y) ist ein komplexer Banachraum, und L% (p) ist ein
komplexer Hilbert-Raum, versehen mit dem Skalarprodukt

(F.9) = [ Faau.
Die Eigenschaften (S2) und (S3) in der Aufgabe nach Korollar 2.12 sind
hierbei zu ersetzen durch <af, g) = o‘z(f, §), sowie durch <f, J) = (g, f)

Definition. Sei y ein endliches Ma8 auf B(IR?). Die charakteristische Funk-
tion von p, p, : R® — C, ist definiert durch

ou(X) = / e N) dp(x)
Rd

mit dem iiblichen Skalarprodukt (A, z) := Ajx; + --- + Agxg auf RZ. Ist
X eine Re%-wertige Z.V. mit Verteilung Py, so nennt man ¢x := pp, die
charakteristische Funktion von X. Ist f € L&(R?, AY), so heiBit

FFO) = /]R GO f(@)dz, A eRY,

die Fourier-Transformierte von f. [Wegen || = 1 (y € R) sind beide
Funktionen wohldefiniert.]

Beispiele.

1. Fiir das Einpunktmaf$ ¢, mit y € R? (also der Verteilung einer konstanten
ZV.a X :=y) gilt _
Pey ()= !l (8.8)

2. Beachtet man, dass die Abschétzung (1.12) auch fiir komplexe A gilt, so
folgt mit der Ersetzung von A durch ¢\ in (1.13) sofort

Puy 2 (N) = e ETN (8.9)

Notationen. Cy(IR?, C) bezeichne den Raum aller stetigen, komplexen, be-
schriinkten Funktionen auf R%. Co(IR%, C) sei der Unterraum aller Funktionen
f € Cp(R4,€) mit der Eigenschaft f(\) — 0, fiir [\| — oo, d.h. zu jedem
€ > 0 gibt es ein R > 0 mit |f(\)] < ¢ fiir alle |A\] > R.

Wegen [e®| = 1 gilt |p,| < u(R?) < oo, und mit majorisierter Konvergenz
folgt sofort die Stetigkeit von ¢,,, zusammen also ¢,, € Cy(RY, ©). Gleichung
(8.8) zeigt aber, dass i. A. ¢, # Co(R?, ©) gilt. Hierdurch unterscheiden sich
die Fourier-Transformierten:
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Satz 8.6. (Riemann-Lebesgue).
feLp®IN) = FfeCo(RY,C). (8.10)

Beweis. Fiir A, — X folgt (\,,z) — (A, z), also auch die punktweise Kon-
vergenz e'Pno?) f(z) — ') f(2). Wegen |e?™®) f(z)| < |f(x)| folgt mit
majorisierter Konvergenz daher sofort die Stetigkeit der Funktion Ff. Sei
nun A € RY mit A # 0. Mit ¢’ = —1 und Translationsinvarianz gilt:
1 - 1 z
FIO) =5 / ') f(a) do - / IR f(2) da

:%/eﬂm [£(w) ~ f(o = V)] (8.11)

Lemma 4.3 und Korollar 4.4(a) wurden nur fiir d = 1 formuliert. Ein Blick auf
die Beweise zeigt aber, dass diese auch fiir d > 1 bestehen bleiben; man muss
nur die l-dimensionalen Objekte (insbesondere Intervalle) durch entspre—
chende d-dimensionale Objekte ersetzen. Fiir [A\| — oo gilt nun z— \/\Iz A— 2,

sodass nach Korollar 4.4(a) die rechte Seite von (8.11) gegen Null geht. O

Lemma 8.7. Sei f € Co(R¢, C) und p; die d-dimensionale Gauf-Dichte
1 ||

— -k d
pt(f,v) = W@ t t > O, z € RY. (812)
Dann gilt die gleichmdfige Konvergenz ||ps * f — fllco — 0, fiir t \, 0, wobei
s D@ = [ ple=rway. (313)

Beweis. Zu € > 0 wihle zunéchst R > 0 so, dass |f(z)| < &/2 ist, fir alle
|| > R. Zur kompakten Menge K := {|z|] < R} gibt es dann ein § > 0,
sodass fir z,y € K gilt: |z —y| < = |f(x) — f(y)| < /2. Somit gilt

|f(z) — f(y)] <e, wann immer |z —y| <. (8.14)

Zeige nun ||py * f — flloo < 2¢ fiir alle t € (0,tp). Fiihre in (8.13) die neue
Variable z := (z — y)/+/ ein (also y = 2 — v/tz). Dann folgt

pr# (o |—\/ ez — )W) — f(2)]dy]
< [ mlfa =i - fa)

:/ +/
[Vtz| <5 [Vtz|>6

§5+2\|f||oo/ pi(2)dz, mach (8.14).
|z|>6//t

Fir t \, 0 geht das zweite Integral gegen Null (majorisierte Konvergenz),
sodass es kleiner als ¢ ist fiir alle ¢ € (0,%p), mit hinreichend kleinem ¢,. O
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Bemerkungen. 1. Die Abschiitzung (8.14) besagt, dass jedes f € Co(R%, C)
gleichmiBig stetig ist auf R?. 2. Lemma 8.7 ist zunichst einmal ein reines Ap-
proximationsresultat, das a priori nichts mit charakteristischen Funktionen
zu tun hat. Wegen Gleichung (8.9) kann man aber p; explizit als Fourier-
Transformierte schreiben und damit kommt man weiter, wie die folgenden
Uberlegungen zeigen werden.

Fiir unabhéngige, reelle Zufallsvariablen X1,..., Xy ldsst sich px, . x,)
leicht durch die individuellen px, ausdriicken: Wegen Unabhéngigkeit gilt
namlich Px, . x,) = Px, ® -+ ® Px,, sodass folgt:

O(x,..., Xd)(/\17~-~7>\d>:/ iamtdara) gpo (@1, Ta)

= /qurl . eiAdzddP){l (-1'1) . dPXd (xd)
=px, (A1) ox,(Aa) - (8.15)

Dies ist insbesondere auf Verteilungen mit der d-dimensionalen Gauf-Dichte
(8.12) anwendbar. Mit (8.9) folgt unmittelbar

(Fp)(N) =e 2 wAeR?. (8.16)

Satz 8.8. Der Raum aller Fourier- Transformierten von L'-Funktionen, also

{FFIfeLs@®E, N}, ist dicht in (Co(RE, ©), || - ||oo)-

Beweis. Nach Lemma 8.7 geniigt es zu zeigen, dass sich p; x f [fiir jedes
f € Co(RY, ©)] als Fourier-Transformierte schreiben lisst. Mit (8.16) gilt:

(b1 ) = / (A — 2) () da
1 A—x

W/(fpl)( \[)f(x)dx
ey [ L[ < mtw il g
27Td/2// AR (Viv) dv) f(x) do

:/e< >[/e’< ”x>f(z) dx}]z;;\)f;;) dv

:/ew\’”)ht(v) dv,

mit ¢ (v) = (27) ~Y2(F f)(—v)p1 (Vtv), also by € LL (R, AD). |

Mit diesen Vorbereitungen ist unser Ziel, der folgende Eindeutigkeitssatz,
nunmehr leicht erreichbar. Dieser Satz wird manchmal als “erster Hauptsatz“
in der Theorie charakteristischer Funktionen bezeichnet.
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Satz 8.9 (Eindeutigkeitssatz). Sind yy und po endliche Mafe auf B(R?) und
Pu, bzw. @, deren charakteristische Funktionen, so gilt:

Pur = Puz — H1 = 2 -

Beweis. ,<=*: Gilt per Definition von ¢,,.
.= Sei f € LL(R?, A?). Dann folgt mit Fubini

JED = [ [ [ 09 )] dua()
= [1] @ au] ) dy
=/[/ei<”> dpa(N)] f(y) dy
:/(]—'f)dug. (8.17)

Wihlt man (nach Satz 8.8) zu g € Co(R?, C) geeignete f,, € LE(RY, \Y) mit
IF frn — glleoc — 0, so gilt fiir jedes endliche Maf} pu:

|/(ffn)du*/gdu| S/I(ffn)*g\du
< ||Ffn = gllsc n(®BY) — 0.

Ersetzt man in (8.17) f durch f,, so folgt durch Grenziibergang

/gdm :/gduz, Vg € Co(R,C).

Wie in Lemma 2.17 folgt hieraus nun p; = po: Man muss lediglich die im
Beweis definierten Trapezfunktionen ersetzen durch Produkte solcher Trapez-
funktionen, fiir d-dimensionale Intervalle [ay,b1) X -+ X [ag,bq), denn diese
bilden einen Halbring der B(R¢) erzeugt. 0

Bemerkung. Nach Lemma 2.17 folgt aus der Gleichheit [ fdui = [ fdus
fiir alle f € Cy(RY,C) die Aussage p11 = po. Man kann Satz 8.9 als eine
Abschwichung der Voraussetzungen fiir diesen Schluss auffassen: Anstelle
die Gleichheit der Integrale fiir alle f € C,(IR¢, C) zu fordern geniigt es diese
Gleichheit fiir alle fy := e**7) mit A € R zu fordern. Dies wird etwas kiirzer
durch ¢,, = ¢, zum Ausdruck gebracht.

Eine unmittelbare und oft niitzliche Folgerung aus Satz 8.9 ist die Umkeh-
rung der in Gleichung (8.15) gemachten Feststellung, also die Aussage, dass
n Zufallsvariablen genau dann unabhéngig sind, wenn ihre gemeinsame cha-
rakteristische Funktion faktorisiert:
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Korollar 8.10. Die reellen Zufallsvariablen X1, ..., X, auf (Q,F,P) sind
genau dann unabhdingig wenn Gleichung (8.15) erfullt ist.

Beweis. Dass aus Unabhéngigkeit (8.15) folgt hatten wir bereits gesehen. Es
gelte umgekehrt (8.15). Fiir das W-Maf§ P := Px, ® --- ® Px,. gilt dann

Xn)(A)ﬂ
also P = Pix, .. x,), und damit die Unabhéngigkeit der Xj. O

epP(A) = ox, (M) 9x, (An) = PP,

Korollar 8.11. Fiir jedes n € N sei (Xl("), e 7Xén)) ein Zufallsvektor mit

unabhdangigen Komponenten. Es gelte X,g") — Xy P-fs., firk=1,...,d.
Dann hat auch X := (X1,...,Xq) unabhingige Komponenten.

Beweis. Mit majorisierter Konvergenz (Majorante = 1) folgt:

Cxroxy My Aa) = /ei(xlxw...ﬂdxd)dp

= lim e”‘lX{n) .- -eM‘in(ln)dP
= tim ([ entap. [t ap)
= px, (A1) px,(Aa) - ]

Beispiel 8.12 (Erginzung zu Wiener-Integralen). Ist f € £3 (R4, \), so
definiert Y; := fot f(s) dBs einen Prozess mit unabhéngigen Zuwéchsen: Sind

namlich 0 <ty < t; < --- < tg gegeben, so sind die Zuwachse von Y, also
122
Xk::/ f(s)dBs, k=1,....d
th—1

darstellbar als L?-Limes (0.B.d.A. als P-f.s. Limes) via Treppenapproxima-
tionen

tr
x{" = / " (s)dB,.

th—1
Fiir jedes n sind X 1(n), e Xé") unabhingig (da die BB unabhéngige Zuwéch-
se hat), also nach Korollar 8.11 auch die X1, ..., Xy. Dies war zu zeigen. O

Wir beschlieen diesen Abschnitt mit der Aussage, dass die komplexen Expo-
nentialfunktionen eine dichte lineare Hiille in £Z,(R?, 1) besitzen. Dazu bené-
tigen wir einen elementaren Dichtheitssatz fiir Hilbert-Raume, dem wir einige
Sprechweisen vorausschicken: Zwei Vektoren f, g aus einem reellen oder kom-
plexen Hilbertraum (H, (-, -)) heiflen orthogonal, kurz f L g, wenn (f,g) =0
gilt. Ein Vektor f € H ist orthogonal zu einer Teilmenge E C H, kurz f L E,
wenn f L g fiir alle g € E gilt.
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Lemma 8.13. Sei H ein (reeller oder komplexer) Hilbertraum und E C H.
Ist nur der Nullvektor zu allen g € E orthogonal, so ist linE dicht in H.

Beweis. Sei F':=linF und h € H beliebig gewahlt. Setze

vi=inf{|[f —h|, f e F}.

Wihle f, € F mit ||f, — hl| \, 7. Driickt man | f + g||> mit Hilfe des
Skalarprodukts aus, so erhilt man durch Ausmultiplizieren

1F+gl* +11f = all* = 2II£1* +2]lg]1*.

Setzt man hier f:=h — f,, und g := h — f,,, so folgt fir f —g = fr, — fin:

1
fn = Fnll® = 2010 = fonll® + 2115 = fall® = 415 = 5 (fn = F) I”
<2/lh = fmll® +2lh — full* —49% — 0, fiir n,m — oo.

Also ist (f,,) eine CF in F, die folglich gegen ein fy im Abschluss F' von F
konvergiert. Somit gilt fiir jedes f € F und « € C (bzw. o € R):

Ifo—BlI* < [ fo+af —RlII> = (fo — h) + of|?
= |fo — BII> + a(fo — h, f) + &{f, fo — h) + aa| f|*.

Fiir f # 0 wihle nun a := —(f, fo — h)/||f||*. Dann folgt

o= h NP
e T

also muss fo—h L f gelten, fiir alle f € F'. Nach Voraussetzung folgt hieraus
fo—h:O,alsoh:foeF. ]

Korollar 8.14. Sei i ein endliches Map auf B(R?). Dann sind die trigono-
metrischen Polynome lin[e?™)| X € R?] dicht in L2, (R?, p).

Beweis. Nach Lemma 8.13 geniigt es fiir h € £2,(R%, u) zu zeigen:
hle™) vaxeR?Y = h=0, u— fast iiberall. (8.18)

Aus [N h(x)du(r) = 0 fiir alle A € R? folgt durch Komplexkonjugation
h L ™) fiir alle VA € R?, und somit auch dieselbe Orthogonalitiit separat
fiir Real- und Imaginérteil von h. Es gentigt also (8.18) fiir reelle h zu zeigen.
Zerlege hin h = h™ — h™. Aus h L ) folgt

/ N Rt (@) dp(x) = / N () dp(z), YA e RY. (8.19)
R R



8.4 LP-Funktionale stochastischer Prozesse 161

Wegen h* € £2(u) sind Aty und h~ 1 endliche MaBe auf RY. Aus (8.19) folgt
mit Satz 8.9 die Gleichheit h™p = h~p. Hieraus erhilt man

/ htdp = / h™du,
{ht>h—} {ht>h—}

sodass auch f{th>h_}(h+ — h7)du = 0 gilt. Da der Integrand auf dem
Integrationsgebiet strikt positiv ist folgt u(h™ > h™) = 0. Entsprechend
zeigt man pu(ht < h™) = 0, zusammen also u(ht # h~) = 0. Daher gilt
h=ht—h~ =0 p-fast iiberall. O

8.4 LP-Funktionale stochastischer Prozesse

Dieser Abschnitt dient zur Vorbereitung des Integraldarstellungssatzes fiir
Brownsche £2-Martingale. Dessen Beweis erfordert einen Dichtheitssatz fiir
L£2-Funktionale der BB. Wir diskutieren zuniichst den allgemeinen Begriff
des LP-Funktionals eines beliebigen stochastischen Prozesses (X;):>o, und
beweisen dafiir einen Dichtheitssatz, der uns auch spéater noch von Nutzen
sein wird. Folgendes grundlegende Lemma bildet den Ausgangspunkt:

Lemma 8.15 (Faktorisierungslemma). Es seien Q eine Menge, (', A) ein
Messraum und T : Q — Q' eine Abbildung. Ist auferdem [ : Q — R eine
o(T)—B(R)-messbare Funktion, so gibt es eine A" —B(IR)-messbare Funktion
g:Q — R, sodass [ wie folgt faktorisiert:

f=geT.

Beweis. Der Beweis erfolgt in drei Schritten, zuerst fiir Elementarfunktionen,
dann fiir positive messbare Funktionen, und schliefllich fiir beliebige messbare
Funktionen f.

1. Schritt: Sei f = Zfil a;la, mit A; € o(T), und Q = UN | A; (disjunkt).
Zu jedem A; gibt es n.V. ein A, € A’ mit A; = T~1(A}), also gilt

N
f=> ailriia.
=1

Nun gilt lp-1an(w) = 1 <= w e T7Y(4) < T(w) € A, also
Ip-1(ary(w) = 14,(T'(w)). Mit obiger Darstellung erhalten wir daher

N
f=goT, mitg=> aila. (8.20)
=1

Offensichtlich ist g eine A’ — B(IR)-messbare Funktion.
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2. Schritt: Sei nun f : Q — [0,00) messbar beziiglich o(T). Dann gibt es
Elementarfunktionen f,, > 0 mit f,, / f. Flr die Koeffizienten agn) von fp
gilt dann o™ > 0, d.h. auch die entsprechenden Funktionen g, in (8.20)

erfiillen g, > 0. Somit ist § := sup,en gn (€ [0, 00]) wohldefiniert, messbar

beziiglich A" — B(R), und weiter gilt fiir alle w € Q:
9(T(w)) = sup gn(T'(w)) = sup fn(w) = f(w). (8.21)

Da nun ¢ den Wert co annehmen kann ist die Faktorisierung f = go T
noch nicht ganz die gewiinschte. Wir modifizieren g deshalb zur folgenden
A" — B(IR)-messbaren Funktion:

9= 150001 G-

(Hierbei wird die tibliche Konvention der Mafitheorie zugrunde gelegt, d.h.
0-00=0.) Es gilt T(Q) C {g < oo}, denn aus T(w) € {§g = oo} wiirde mit
(8.21) der Widerspruch f(w) = §(T'(w)) = oo folgen. Es folgt somit

fw)=9(Tw)) =9(T(w)), Ywe.

3. Schritt: Zerlege ein beliebiges o(T)-messbares f : Q@ — IR wie iiblich:
f = ft — f~. Nach dem zweiten Schritt gibt es ¢g* mit f* = g* o T. Es
folgt f=goT, mit g=g" —g~. |

Beispiel. Ist (2, 4") = (R™, B(R™)), also T(w) = (X1 (w),...,Xn(w)), so
ist jede o(T')-messbare reelle Funktion f darstellbar in der folgenden Form:
flw) =9(X1(w),..., Xpn(w)).

Bemerkungen. 1. Man beachte, dass das Faktorisierungslemma einen rein
mengentheoretischen Charakter hat, d.h. es ist darin keinerlei Maf} involviert.
2. Folgende Aufgabe erklirt rein mengentheoretisch (ohne Grenzwertargu-
ment) weshalb die o(T)-Messbarkeit einer Abbildung f : Q@ — M (auch fiir
M # R!) stets f = g o T impliziert. Allerdings ist in dieser Allgemeinheit
die Messbarkeit von g nicht gewihrleistet. Dies ist der Grund, weshalb im
Faktorisierungslemma f nach IR abbildet.

Aufgabe. Seien Q, ' und M beliebige Mengen, sowie T : @ — Q' und

f:Q — M Abbildungen. Man zeige:

(a) Eine Faktorisierung f = go T (mit g : @ — M) existiert genau dann,
wenn fiir jedes ' € T(Q) die Menge f(T'({w'})) genau aus einem
Element besteht. In diesem Fall ist g auf T(Q2) eindeutig bestimmt, und
g ist auf Q' \T(Q2) beliebig definierbar.

(b) Seien (£, A’) und (M, F) Messrdume mit {x} € F, Vz € M. Sei weiter
f:(Q,0(T)) — (M, F) messbar. Dann besteht f(T~1({w’})) aus genau
einem Element, fiir jedes w’ € T(92).
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Definition. Sei (X;):cs ein reeller stochastischer Prozess auf (2, F, P). Eine
o(X¢,t € I)-messbare Funktion f : Q — R heifit Funktional (hdufig auch nur
Funktion) von (Xi)ier. Gilt f € LP(Q,0(X¢,t € I), P), so nennt man f ein
LP-Funktional des Prozesses (X¢)ier.

Interpretation. (Mittels Faktorisierungslemma.) Mit X.(w) sei der Pfad
t — X;(w), und mit R sei die Menge aller Funktionen f : I — IR bezeichnet.
(Dies ist die maximal mégliche Menge aller Pfade von (X;)¢c;.) Betrachte die

,Pfadabbildung“
Q — R
x:{ 7 (8.22)
w— X (),

und statte die Menge R! mit der o-Algebra B! := o(m;,t € I) aus; dabei ist
7 : RT — R die ,Koordinatenprojektion® m;(f) := f(t). Man zeige:

1. Da jedes X; messbar ist und X; = m; o X gilt, so ist X F — B/-messbar.
2. Fir die von der Pfadabbildung X erzeugte o-Algebra gilt:

o(X)=0(X¢,tel). (8.23)

Folgerungen: 1. Wegen (8.23) ist Lemma 8.15 anwendbar: Ist F' : Q@ — R
messbar beziiglich o(Xy,t € I), so gibt es ein messbares f : Rf — R, mit
F = foX. Man kann also F als Funktion der Pfade X. schreiben. 2. Ist
(X¢)ter ein reeller stochastischer Prozess auf (Q,F, P), so nennt man das
BildmaB Px auf B! das Pfadmaff von X und (R, B!, Px) den Pfadraum.

Bemerkung. Eine Abbildung, welche einer Funktion X eine reelle oder kom-
plexe Zahl zuordnet gab historisch den Anlass fiir den Begriff ,Funktional
(wie auch fiir ,Funktionalanalysis“, vgl. [He]). Heutzutage versteht man dar-
unter allgemein eine Abbildung von einer beliebigen Menge nach R oder C.
Der Begriff wird allerdings selten systematisch verwendet.

Wir kehren nun zum Problem der Konstruktion eines ,expliziten“ dich-
ten Teilraums fiir £P-Funktionale zuriick. Eine kanonische Konstruktion wird
durch Lemma 2.15 nahegelegt: Man bestimme einen Ring R C o(Xy,t € I)
mit 0(R) = o(Xy,t € I), dessen Elemente hinreichend explizit bekannt sind.
(Ein Beispiel hierzu wurde bereits in Korollar 2.16 behandelt.)

Lemma 8.16. Sei (X;)ier ein reeller stochastischer Prozess auf (2, F, P).
Bezeichnet S das System aller endlichen Teilmengen S C I, so ist

A= Jo(Xites) (8.24)
Ses

eine Algebra in Q0 (also insbesondere ein Ring) mit o(A) = o(X¢,t € I).

Beweis. Zeige zuerst die Mengengleichheit o(A) = o(Xy,t € I):
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L,Co(Xy,telS) Co(Xy,tel), furalle SeS. = ACo(Xy,t €l). Geht
man links zur erzeugten o-Algebra iiber, so folgt die Behauptung.

,D% Offensichtlich gilt A > X;'(B(R)), fiir alle t € I, also gilt auch
A D Uer X; 1(B(R)). Geht man auf beiden Seiten dieser Inklusion zu den
erzeugten o-Algebren iiber, so folgt wieder die Behauptung.

Es bleibt zu zeigen, dass A eine Algebra ist. Dies ist Routine:
(A1) Q € A ist offensichtlich.
(A2) Ac A=3SeS:Aco(Xy,telS) = A°ca(Xi,t€8) C A

(A3) Es seien Aq,..., A, € A, d.h. fir jedes Ay gibt es ein S; € S mit
A € 0(Xy,t € Sg). Esfolgt Ay U---UA, €0(Xs,t€S1U---US,). m]

Aufgabe. Ahnlich zu (8.24) zeige man: Bezeichnet C das System aller abzahl-
baren Teilmengen C C I, so ist

O'(Xt,tel) = U J(Xt,tEC).
cec

Man sagt hierfiir, dass jedes Element der (iiberabzihlbar erzeugten) o-Algebra
o(Xy,t € I) abzdhlbar determiniert ist.

Die Darstellung (8.24) impliziert folgenden allgemeinen Dichtheitssatz:

Satz 8.17. Es sei p € [1,00). Dann ist die lineare Hille Z aller Funktionen
der Form f1(Xe,) - fn(Xy,) mitty, ... t, € I, mit beschrinkten, messbaren
fr : R — R undn € N, dicht in LP(Q,0(X;,t € 1), P).

Beweis. Betrachte die erzeugende Algebra A in (8.24). Ist A € A, so gilt

Ae O'(th,...,th), (825)
fiir geeignete ty,...,t,. Nach Lemma 2.15 geniigt es zu zeigen, dass zu € > 0
ein F' € Z existiert mit

HlA—FHcp(P) <eE. (8.26)
Fasst man die Xy, zu einem Z.Vek. X = (Xi,,...,X;,) zusammen so gilt

(vgl. Aufgabe 7.b) o(X) = o(Xy,,..., Xt ). Wegen (8.25) ist A von der
Form A = X~1(B), mit einem B € B(R"), sodass 14 = 15(X) gilt. Sei
nun H(R™) = {1 x --- x I,| I, € H(R)}, also B(R") = o(H(R")). Nach
Lemma 2.15 existiert ein f € lin[ly| H € H(R")], mit |1 — f[lzr(py) < €.
Mit F := f(X) € Z folgt dann (8.26):

[1a = Fllzepy = (1 = ) (X)llerpy = N5 = fllerpy) <€- o

Bemerkung. Jedes I’ € Z ist per Definition eine endliche Linearkombination
von Termen f1(X¢,) -+ fn(Xt,). Fasst man alle X3, zu (Xy,,. .., Xt,, ) zusam-

m

men so folgt, dass die Darstellung F = f(Xy,,...,Xt,, ) besteht, mit einer
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beschrankten Funktion f auf R™. Eine solche Funktion F' nennt man auch
eine (beschrankte) Zylinderfunktion des Prozesses (Xt):cr. Die beschrankten
Zylinderfunktionen, und damit auch die £P(P)-Zylinderfunktionen F', sind
also ebenfalls dicht in £P(Q, 0(Xy,t € I), P) (dem Raum der £P-Funktionale
des Prozesses X).

Nach diesen Vorbereitungen iiber allgemeine stochastische Prozesse zei-
gen wir als niichstes, dass der Raum Brownscher £2-Funktionale einen dichten
Teilraum besitzt, welcher durch exponentielle Martingale aufgespannt wird
(Satz 8.20). Nach Korollar 8.14 spannen zunéchst die komplexen Exponenti-
alfunktionen einen dichten Teilraum in £Z (R¢, P) auf (wobei das W-Ma8§ P
vollig beliebig sein darf). Damit eine entsprechende Aussage auch fiir reelle
Exponentialfunktionen gilt muss das W-Maf3 P fiir grole € R hinreichend
schnell verschwinden. Das fiir uns relevante Beispiel (es gibt viele weitere)
sind Normalverteilungen N (0,¢), deren Mafl kurz mit v, (anstelle von vy )
bezeichnet werde:

Lemma 8.18. Der reelle Vektorraum E(R?) := lin[e™ | X € RY)] st fiir alle
0<t; <. <tqdicht in L2(RY, vy, @ @uy,).

Beweis. Wie im Beweis von Korollar 8.14 geniigt es zu zeigen, dass gilt:
hle™ YAeR? = h=0, fastsicher. (8.27)

Zeige (8.27) zuerst fiir d = 1. Beachte hierzu, dass die Abschitzung (1.12)
fiir alle A € C gilt. Wegen |e**| < el**l ist somit x +— ** in £LZ(R, ), und
dies zeigt die Wohldefiniertheit der komplexen Funktion

fN) ::/Re/\zh(x)dyt(x), YaeC.

n

Auflerdem folgt aus (1.12), dass die Reihe e*® = >">7 i‘l—,x" in £Z (1) kon-
vergiert, fir jedes A € C. Mit der Stetigkeit des L£3,-Skalarprodukts folgt
daher die fiir jedes A € C konvergente Reihendarstellung
f) = i A x"h(x) dv(x) (8.28)
- prt n! R t ' '
Nach Voraussetzung ist f(A) =0, VA € R, also [ "h(z) dv;(z) = 0, fiir alle
n € N. Damit gilt aber auch f(iy) =0, fir alle y € R, d.h.

/ eV h(x)dv(x) =0, VyeR.
R

Mit Korollar 8.14 folgt hieraus h = 0 v4-fast sicher. Fiir d > 1 erhélt man
(8.27) nun wie folgt: Nach Voraussetzung gilt

/ ) h(xl, o 7xd)e)\1ac1+>\2m+~..+)\dﬂcddl/tl (1_1) .. dytd_td—l (l’d) =0.
R
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Mit Fubini und dem Fall d =1 folgt fiir eine geeignete v4,-Nullmenge N;:
/ h(xy, Ty, ..., xq)e2®2t TATagqy, (p0) . dyy, 4, (x4) =0,
Rd-1

Vz, € Ni. Sukzessiv folgt h(x) = 0 fur alle x € N x --- x N§, also h = 0
vy, ® - ® 1y,-fast sicher. O

Bemerkung. In Lemma 8.18 sind alle Funktionen reell. Wahlt man anstelle re-
eller Linearkombinationen komplexe, so folgt unmittelbar, dass der komplexe
Raum E(RY) +i&(RY) dicht ist in L2 = L2 +iL2.

Das vorausgehende Lemma werden wir nun auf die £2-Funktionale einer BB
verallgemeinern. Hierzu benutzen wir das Faktorisierungslemma. Der Be-
weis des folgenden Korollars zeigt exemplarisch, wie man Aussagen iiber
L2(,0(By,,...,By,), P) reduziert auf solche iiber £2(RY, P(BH’.,_,Btd)).

Korollar 8.19. Es sei (By)i>0 eine Brownsche Bewegung in (Q,F, P), und
0<t; < <tq Dannist &, 4, = linfeMBut+raBug |\, N\; € R]
dicht in EQ(Q,U(Btl, ceey Btd)a P)

Beweis. Benutze wieder Lemma 8.11: Sei H € £L2(Q,0(By,, ..., By,), P) or-
thogonal zu allen e*1 Bt +AiBta Dann gilt auch

H 1 et ButnaBn=Bu)retumaBu=Ba ) gy g e R (8.29)

Wegen o(By,,...,B:,) = 0(By,,Bt, — Byy,...,Bt, — Bt,_,) und aufgrund
von Lemma 8.15 ist H darstellbar in der Form

H - h(BtlvBtz —_ Bt17~'~7Btd - Btdfl) .
Die Unabhéngigkeit der Zuwéchse und (8.29) implizieren

0= /HelllBt,l-HLQ(BtQ—Btl)-‘r'“-‘r#d(Btd—Btd,l)dP

N R4 h($17 s axd)eulxl+”2x2+m+udxddyt1 (xl) e dl/td*td—l (-Td) :

Hieraus folgt mit Lemma 8.18 h = 0 14, ® - - - ®vy,—+, ,-fast sicher, und damit
H = 0 P-fast sicher. d

Den angekiindigten Dichtheitssatz fiir Brownsche £2-Funktionale erhalten
wir nun miihelos durch Kombination von Korollar 8.19 mit der in Satz 8.17
formulierten Dichtheit von Zylinderfunktionen. Damit ist unser Programm
zZur Ubertragung von Dichtheitsaussagen von R¢ auf R! (so kann man den
folgenden Satz interpretieren) abgeschlossen.
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Satz 8.20. Sei (By)i>0 eine reelle BB auf (Q, F, P) und M(g) wie in (8.5).
Dann ist folgender Raum dicht in L2(Q,0(By,t € [0,T)), P):

Eo,ry = lin[Mr(g) | g € L2([0,T], ). (8.30)

Beweis. Nach Satz 8.17 gibt es zu jedem F € £%(Q,0(By,t € [0,T]), P) und
jedem e > 0 eine £2-Zylinderfunktion G = f(By,,..., B;,) mit

3
|F — GHLZ(P) < R (8.31)

Auflerdem gibt es nach Korollar 8.19 zu G eine Linearkombination H von
Elementen der Form et Batr2(Bra=Bu)t-Fna(Bey=Bea 1) iy

€

|G — Hl[z2(p) < 3 (8.32)

Mit tg =0 und g := > 1" | pilp, 4, gilt
T
et Beytp2(Bry =By )t tpa(Bey—Biy_y) — efo 9(s)dBs Eo,1 -
Somit ist H € & 7). Mit (8.31) und (8.32) folgt die Behauptung. |
~3 [T g?(s) ds

Bemerkungen. 1. Die Faktoren e~ 2 Jo 7 " € [0,00) sind beziiglich w kon-

stant und kénnten daher in (8.30) auch weggelassen werden. In (8.30) kann
man die erzeugenden Elemente M7 (g) aber als stochastische Integrale schrei-
ben, und davon werden wir im Folgenden Gebrauch machen. 2. Der Be-
weis zeigt, dass die lineare Hiille von Funktionen e*But T B, dicht in
L2(Q,0(By,t € [0,T]), P) ist. Die Darstellung mit stochastischen Integra-
len ist also nicht unbedingt erforderlich, sie gibt aber den Anschluss an Ito-
Integrale und Martingale im néchsten Abschnitt.

Um Satz 8.20 im niichsten Abschnitt von £2(Q,0(B;,t € [0,7]),P) auf
L2(Q,0(By,t € [0,T])*, P) iibertragen zu kénnen bendtigen wir noch eine
geringfligige Erweiterung, welche folgende allgemeine Form hat:

Lemma 8.21. Sei (,F, P) ein W-Raum, H eine Unter-o-Algebra von F,
und H* die Augmentation von H. Dann ist jede dichte Teilmenge E in
LP(Q,H, P) auch dicht in LP(Q, H*, P), fir jedes feste p € [1,00).

Beweis. Sei f € LP(Q,’H*, P) und € > 0. Zu f = E[f|H] gibt es ein g € E
mit || f —g||z» < €. Nach Lemma 7.9 gilt f = f P-f.s., sodass die Behauptung
folgt. O
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8.5 Ito’s Integraldarstellungssatz

Beim Beweis der beiden folgenden Darstellungssitze wird (neben Satz 8.20)
Lemma 8.21 benoétigt, weil dazu die It6-Formel benutzt wird, und fiir deren
Beweis hatten wir die Filtration als vollstandig vorausgesetzt.

Satz 8.22 (Itoscher Darstellungssatz fiir Brownsche £2-Funktionale). Sei
F € L2(Q,0(By,t € [0,T))*, P). Dann gibt es ein f € L2([0,T]) mit

T
F=E[F]+ / f(t)dB,, P — fast sicher. (8.33)
0

Besteht (8.33) auch mit f € £2([0,T)), so gilt f = f A\ ® P-fast iiberall.

Beweis. Fiir ein g € £2(]0,T], \) sei zuniichst F' = Mr(g). Das exponentielle
Martingal M;(g) erfilllt dann F = Mr(g) und dM; = Mg, dBy, sodass wegen
My(g) = E[Mr(g)] = 1 insbesondere die P-fast sichere Gleichheit

T
Mr(g) = E[Mr(g)] + / M, (g)g. dB, (8.34)

gilt. Es besteht also (8.33) mit f(t) = M;(g)g:- Im Beweis von Lemma 8.2
hatten wir bereits (M,gs)o<s<r € L£2([0,T]) gezeigt. Zu einem beliebigem
F € L%(Q,0(B;,0 <t <T)* P) seien (nach Satz 8.20 und Lemma 8.21) nun
Fy € &, so gewahlt, dass F,, — F'in L2(P) gilt. Da F), eine Linearkombi-
nation geeigneter Mr(gy) ist liefert (8.34) fiir F,, die Darstellung

F, = E[F,] + /T fn(t) dBy (8.35)
0

wobei f, € £L2([0,7T]) die entsprechende Linearkombination der M;(g)gx ()
ist. Die It6-Isometrie ergibt nun

E[(Fn - FM)Z] = E[(E[Fn - Fm} + /OT(fn - fm) dBt)j
= (E[F, — Fn))* + /OT(fn — fm)?dt.

Da (F,) eine Cauchy Folge in £2(P) ist folgt fOT(fn—fm)gdt — 0, fiir n — oo,
d.h. (f,,) konvergiert in £2([0,T]) gegen ein f € £2([0,T]). Damit kann man
in (8.35) zum Limes iibergehen, und man erhalt (8.33). Gilt weiter (8.33) auch

mit f € £2([0,T]) so ist fOT(f(t) — f(t)) dB; = 0, sodass mit der Tté-Isometrie
f—f=0\® P-Lii. folgt. o

Notation. Ein Martingal (X;);>o bezliglich F; = o(Bs, s € [0,¢])* werde im
Folgenden als Brownsches Martingal bezeichnet.
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Der nun folgende Martingaldarstellungssatz ist eine einfache Folgerung aus
Satz 8.22. Wir werden diesen Satz im Kapitel iiber Optionspreise bendtigen.

Satz 8.23 (Darstellungssatz fiir Brownsche £2-Martingale). Sei (X;);>0 ein
Brownsches L£L*-Martingal. Dann gibt es ein f € L2(]0,00)), sodass

X, = E[Xo] + /Ot f(u)dB,, P-fs., Vt>0. (8.36)

Gilt (8.36) auch mit f € £L2([0,T)), so ist f = f A ® P-fast tiberall.
Beweis. Nach Satz 8.22 gibt es zu jedem s > 0 ein f(*) € £2([0, s]), mit
S
X, = E[X,] + / ¥ (u)dB, . (8.37)
0
Die Martingaleigenschaft gibt E[X;] = F[X], und fiir 0 < s < ¢ folgt
¢
X, = LX) = ELXol + Bl [ (u) dB.I7
0
= E[Xo] + / FO(u)dB, .
0
Vergleich mit (8.37) und der Eindeutigkeitsaussage von Satz 8.22 liefert
) = f(t)|[07s]><Q7 A ® P-fast iiberall .

Der Prozess f(s,w) =300 o1 () f™ (s,w) in £2(]0,00)) erfiillt nun
(8.36). Ist f ein weiterer solcher Prozess, so erhélt man mit obigem Schluss
flionixa = flonxa, A ® P-fast iiberall. Da dies fiir alle n € N gilt folgt

f = f, A® P-fast iiberall. 0

Da die rechte Seite von (8.36) stetig ist erhalten wir miihelos:
Korollar 8.24. Jedes Brownsche £L?-Martingal hat eine stetige Modifikation.

Dieses Korollar ist bemerkenswert und unerwartet. Aus ihm folgt etwa, dass
man einen kompensierten Poisson-Prozess nicht in der Form (8.36) darstellen
kann, denn ein solcher Prozess hat P-f.s. unstetige Pfade, vgl. [Ba2].
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Ito-Integrale als zeittransformierte
Brownsche Bewegungen

Neben dem Ito-Kalkiil gibt es ein zweites Kraftzentrum welches die enge
Beziehung zwischen stetigen Martingalen und It6-Integralen begriindet, die
Lévysche Martingalcharakterisierung der BB, in Verbindung mit dem Op-
tional Sampling Theorem. Neben dem Lévyschen Satz und einigen Anwen-
dungen (auf BB und Prozesse mit unabhéngigen Zuwéchsen) werden wir in
diesem Kapitel auch die Eigenschaften des Ito6-Integrals noch eingehender un-
tersuchen, insbesondere in Bezug auf Stoppzeiten als Grenzen. Ein zentrales
Resultat ist, dass [to-Integrale im Wesentlichen zeittransformierte BBen sind.
Damit sind dann die wichtigsten Eigenschaften des Ito-Integrals komplettiert.

9.1 Lévy’s Charakterisierungssatz

Meistens wird Lévy’s Satz mittels allgemeiner stochastischer Integrale bewie-
sen (was hier nicht geht). Der folgende Beweis ist zwar etwas technisch, aber
von der Idee her relativ elementar. Er benutzt charakteristische Funktionen:

Lemma 9.1. Ein stetiger reeller Prozess X = (X;)¢>0 mit Startwert Xo =0
ist genau dann eine BB, wenn fir alle k € N, alle A\1,..., A\ € R und alle
0<ty<--- <ty folgende Gleichheit gilt:

1 k

R 1 204 4.
E[elzjzl)\](th th,l)] —e 2 jzl)‘j(tJ t],l)' (91)

Beweis. Sei X eine BB. Aus (8.9) folgt dann, dass fiir t > s > 0 die cha-
rakteristische Funktion von X; — X durch px,_x_ (\) = e~ 3N (t=9) gegeben
ist. Mit (8.15) folgt nun, dass durch (9.1) die charakteristische Funktion von
(Xt, — Xty -5 Xt — Xty ) gegeben ist. Gilt umgekehrt (9.1), so hat nach
Satz 8.9 der Vektor (X¢, — X¢, .- ., Xt, — Xt,_, ) dieselbe Verteilung wie der
entsprechende Zuwachsvektor einer BB, d.h. die Zuwéchse von X erfiillen die
in Definition 2.5 gegebenen Bedingungen (B1,B2) einer BB. Wegen Xy = 0

und der Stetigkeit von X sind auch (B3,B4) erfiillt, d.h. X ist eine BB. O
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Bemerkung. Wegen Xy = 0 folgt aus dem vorausgehenden Beweis, dass die
Familie der endlichdimensionalen Verteilungen von (X;);>0, d.h. alle Ver-
teilungen der Form P(x, .. X,,)s mit denen von (By);>o ibereinstimmen.

Das durch die Pfadabbildung X [in (8.22)] auf (R, BY) induzierte Pfadmajs
Px (also Px(B) := P(X~Y(B)), B € B') ist durch diese Familie eindeutig
bestimmt, und durch Vorgabe einer solchen (,konsistenten“) Familie sogar
konstruierbar. (Kolmogorov-Konstruktion, siehe etwa [Ba2]). Im Weiteren
werden uns die Verteilungen P XigronXe,) noch ofters begegnen.

Wir hatten in Abschnitt 8.1 gesehen, dass fiir eine BB mit Filtration, (B, A;),
die Prozesse (B;) und (B} —t) A;-Martingale sind. Fiir die Umkehrung dieser
Aussage (Satz 9.3, Korollar 9.5) bendtigen wir folgendes technische

Lemma 9.2. Ist (X;);>0 ein F;-adaptierter L2(P)-Prozess so sind (X;) und
(X? —t) genau dann F;-Martingale wenn fir alle t > s > 0 gilt:

(a) E[X: — X4|Fs] =0.
(b) BI(X: — X,)?|Fs] =t - s.
Beweis. ,=*“: Sind (X;) und (X? — t) Martingale so ist (a) trivial. Zu (b):
E|(X; = X)*|F] = BIXP|F] = 2X B F] + X2
=EB[X} —t|Fs] — X2+t (9.2)
=X2-s-XZ+t=t—s.
»<="“ Aus (a) folgt, dass (X;) ein F-Martingal ist, sodass (9.2) erfiillt ist.
Mit (b) folgt hieraus t — s = E[X? — t|Fs] — X2 + ¢, und damit:
E[X? —t|F)=X?—s. |

Satz 9.3. (Lévy-Charakterisierung der BB). Es sei (X;)¢>0 ein stetiger, re-
eller, Fi-adaptierter L2(P)-Prozess mit Xo = 0. Sind (X;) und (X2 —t)
Fi-Martingale, so ist (X¢)i>0 eine BB.

Beweis. Es geniigt (9.1) nachzuweisen. Wir reduzieren zunéchst den Nachweis
auf den essenziellen Fall.
1. Schritt: Angenommen wir haben fiir alle A € R die Eigenschaft

E[ei/\(XHS—Xs) _7:8] _ e_%/\%, Vt,s >0, (9.3)

gezeigt. Dann erhélt man (9.1) sukzessiv wie folgt:
Bl Zim M =X65 0] 2 plgei D KX £,
. k—
_ E[ez Zj:; Aj (X, —th,l)E[ei)\k.(th_ Xt q) |thk_1]:|

. k—1
_ E[BZijl )\j(th 7th*1)]67%>‘i(tk7tk—1)

k
-3 =1 A (ti—tj—1)

=...=¢€
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2. Schritt: Angenommen wir haben fiir alle A € R gezeigt, dass

E[eP1|Fo) = e/ (9.4)
gilt. Dann folgt (9.3): Der Prozess X, = t7Y2(Xyeqs — X,) (mit festen
t > s > 0) ist ndmlich pfadstetig, es gilt Xy = 0, und mit F, := Fprys gelten

fiir w > v > 0 weiter die Eigenschaften
(@) E[Xy - Xy|ﬁy]~: t_1/2E[Xut+s - X’Ut+s|f'ut+s] == O
(b) E[(Xu - Xv)2|'7:v] = t_lE[(Xut+s - th+s)2|]:vt+s]

=t Y(ut+s—vt—s)=u—wv.
Der Prozess (Xu)uZO erfiillt also nach Lemma 9.2 dieselben formalen Vor-
aussetzungen wie (X;);>0, man braucht lediglich (F;);>0 durch (F,)u>0 zu
ersetzen. Dieselben Argumente die (9.4) belegen zeigen daher auch

B[ Fo)=eX2 WAeR.

Mit X; = t*1/2(Xt+S — X,) und der Ersetzung von A durch \v/Z folgt daraus
(9.3). Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass (9.4) erfiillt ist. Die Beweisidee
besteht darin X; als Summe von Zuwéachsen zu schreiben, dann die beiden
Eigenschaften (a) und (b) aus Lemma 9.2 zu benutzen, und schliefllich die
Zeitintervalle der Zuwéchse gegen Null gehen zu lassen. (Also &hnlich zum
Beweis der It6-Formell) Problem: Die Zuwéchse kénnen selbst auf kleinen
Intervallen grofl werden. Um dies zu unterbinden wird X, geeignet gestoppt:

3. Schritt: (Stoppung von X.) Betrachte zu jedem n € IN den Prozess
" 1
M™ =max{|X, - X,|,Ir—s| < —,0<rs<t}, te[0,1], (9.5
n

welcher Mt(") > 0 erfiillt. Dieser gibt den maximalen Wert der Zuwéchse
von X auf Zeitintervallen der Linge 1/n an, bis zur Zeit ¢. Da die Funk-
tion (r,s) — |X, — X | auf [0,1] x [0,1] gleichmé&Big stetig ist folgt, dass
(Mt(n))tE[O,l] ein stetiger Prozess ist mit ||M.(")((,u)||DO — 0, fiir n — oo0. Da
das Maximum in (9.5) gleich dem Supremum iiber entsprechende rationale
r, s ist, so ist Mt(n) beziiglich F; messbar.

Fiir € € (0,1] sei 79 die Eintrittszeit von Mt(n) in {e}, und 7 sei die Stoppzeit
T = Tphe = 7o A1 (nur das Zeitintervall [0, 1] ist von Interesse). Es gilt
somit 0 < 7 < 1, und fiir ¢t < 7 ist Mt(n) < g, d.h. die Zuwéchse von X
(s € [0,7]) sind auf jedem Zeitintervall der Lénge < 1 maximal gleich e. Aus
1M (w)]|oe — 0 folgt fiir n — oo und alle w € Q sofort

Tne(w) — 1, an,g(w)m(w) =X () (w) = X7 (w). (9.6)
Nach Stoppsatz definieren mit X; und Z; := X? —t auch Y; := X;», und
Zinr = Y2 —t AT Martingale beziiglich F;. Insbesondere gilt fiir s < ¢:

/[)22_3/\T]dpz/[)/t2—t/\7]dp, VAEfS
A A
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Hieraus folgt (mache fiir zweite Zeile Fallunterscheidung s < 7 und s > 1)

/ E[Y? - Y2|F,dP = / (Y2 —Y2)dP  (Def. des bed. EW)
A A

:/[t/\T—s/\T}dPS/(t—s)dP, VA e Fs.
A A

Da der Integrand auf der linken Seite Fs-messbar ist folgt
E[Y? -Y2|F)<t—s, Vs<t. (9.7)
Betrachte nun (anstelle der Zuwichse von X) die Zuwéchse von Y,
§i=Yi-Yia, 1<j<n.

Solange t < 7 ist gilt Y; = X, sodass auf [0, 7] die Y-Zuwéchse < ¢ ausfallen.
Wegen Y, = Y, fir ¢ > 7 folgt sogar |§;| < ¢ fiir alle j = 1,...,n. Da
(Y2)o<t<1 ein zentriertes F;-Martingal ist folgt

E[¢|Fiei] =0, Vji=1,...,n. (9.8)

Mit ¢2 = Y? — 2V, Y, + Y2, und (9.7) erhilt man

Bl Fma] = BT =YL | Fm] < (9.9)

3\'—‘

und damit weiter (beachte Yy = 0)

> BlEIF) =D E[EY? - Y1 |Fima]| Fo]
=1 =1 /

—Z( [V2170] - EIYZa|F0]) = BV,

4. Schritt: (Eine Abschétzung fir (9.4).) Multipliziert man (9.4) mit eX'/2
und schreibt alles auf eine Seite, so muss der resultierende Ausdruck ver-
schwinden. Diesen schétzen wir zundchst (via Schrumpfsumme) ab:

n Y 4 A2 i er= 2
B E 1R < BT SRR R 0.0)

Die emzelnen Terme auf der rechten Seite enthalten jeweils den gemeinsamen

Faktor ex = , den wir flir die weitere Abschétzung zunéchst herausdividieren.
Mit Y, = Yu + &; erhélt man fiir die resultierenden Terme

iAY IAY g — 22

> iINY 1 +E5) z/\Y] 1—
} [6 n — e n e _

Fol| = |Ele & |7'-0H
_ |E|:61AY% E[ei)\fj _ 67ﬁ|f3271]|f0”

< E[|E[e™% — e’§|}"%]|\]-"0] . (9.11)
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Es gilt e = 1+ 2z + %(1 + g(2)), mit g(z) = 22,2, (sz’“S)’ Der innere
bedingte Erwartungswert in (9.11) lautet somit
, A2 _ A 1
E[Z)\fj—755(1+g(2/\fj))—(—27+0 72 ’.7:4 1],
mit O(:5) = 25(1+g(—2) < & fiir alle n € N. Wegen (9.8) fillt hier der
Term mit iA¢; weg. Die rechte Seite in (9.11) lautet somit:

A2 A2
E[| - —E[£2|J—'7 1] - —E[SQ (NG Fims] + 5~ = O(— )||J—'0] (9.12)
Nach (9.8) gilt einerseits E[¢3|F;1] < 1. sodass % — 5 [§2|.7-'J 1] >0

ist, und andererseits (wegen [iA;| < |Ale) gilt |g(iAE;)] S eCh, mit einer
Konstanten C; (die nicht von € € (0, 1] abhéngt). Also ist (9.11) iiber (9.12)
weiter nach oben abschatzbar durch

IAY; A, - A2 )\2
[Ele” %~ TR < = S EEIFI+HO0(— L+ clgE[g | o]
A2 1 K
<2 (Z_E = -
< 2(n €7 |~7:0])+n2 +C25n7
wobei E [52\f0} 7 verwendet wurde, was aus (9.9) folgt. Multipliziere diese

Abschétzung mit exp(z- L 2 72) (< exp 7), und summiere tiber j. Mit (9.10)
erhélt man schliefilich

Y+ Ao 2 K ¥
|Ele T —1|F| < 5 (1 — E[Y?|Fo)) + - +eCyle™ . (9.13)

5. Schritt: Beweis von (9.4) durch Grenziibergang: Fiir n — oo gilt nach (9.6)
Y7 — X3, sodass mit majorisierter Konvergenz die linke Seite in (9.13) gegen

. 2
|E[eir X1+ — 1|]-'0H konvergiert Da Y,? —tAT ein Martingal bzgl. (F) ist gilt
E[Y2 —1AT|F)] =YE—0AT =0, woraus mit punktweiser und majorisierter
Konvergenz (7, - (w ) — 1 bzw. 0 < 7, < 1) weiter folgt:
EY2|Fo] = E[tne|Fo] — 1, fiirn — 0.

Durch Grenziibergang in (9.13) erhdlt man nun
|E‘[€MX1+AT — 1|.7:0]| S 026%6.

Da dies fiir alle € € (0,1] gilt folgt E[ei’\Xl‘*‘% —1|F] =0. 0

Bemerkungen. 1. Ist (X't) ein nur P-f.s. stetiger Prozess, so bleibt der Satz von
Lévy wahr. Um dies zu sehen braucht man nur die unstetigen Pfade mittels
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X; = 1y X; durch stetige Pfade (konstant Null) zu ersetzen. Der Prozess
(X}) erfiillt dann immer noch die Eigenschaften (a) und (b) aus Lemma 9.2,
ist also eine stetige BB. 2. Im Satz von Lévy lassen sich die Voraussetzungen
noch abschwiichen: Es muss nur vorausgesetzt werden, dass (X;) und (X? —t)
stetige lokale F;-Martingale sind [RY,S. 142]. 3. Die Bedingung an X? —t wird
in der Literatur hiufig durch die Forderung (X); = ¢ ersetzt, was folgenden
Hintergrund hat: Man kann zeigen [RY, S. 118], dass jedes stetige lokale F;-
Martingal X eine endliche, stetige quadratische Variation ((X)¢)>o besitzt,
derart dass auch X? — (X); ein lokales F;-Martingal ist. Dariberhinaus ist
der stetige, monoton wachsende Prozess ((X)¢)i>0 durch diese Eigenschaft
eindeutig charakterisiert. (X); = t ist also #quivalent dazu, dass (X? — t)
ein stetiges lokales Martingal ist. 4. Lévy’s Charakterisierung gilt natiirlich
auch fiir BBen auf einem Intervall [0,7) mit 7" < co. Nur im Fall T < 1 ist
iiberhaupt eine (marginale) Modifikation in obigem Beweis erforderlich. Wir
werden im Folgenden Lévy’s Charakterisierung auch in diesem Fall benutzen.

Der hier gegebene Beweis des Lévyschen Satzes impliziert nicht nur, dass (X;)
eine BB ist, sondern dass sogar X; — X, 1 F, gilt (dass also (X¢, Fi)i>0
eine BB mit Filtration ist). Dieser Schluss beruht auf der folgenden, allgemein
niitzlichen Charakterisierung fir X 11 H:

Lemma 9.4. Sei X eine reelle Zufallsvariable auf (Q,F,P) und H eine
Unter-o-Algebra von F. Ist dann E[e™X|H] nur eine Funktion von \ (also
= px(A), P-f.s.), so ist X unabhdngig von H.

Beweis. Nach Korollar 8.14 ist C := lin[e**'|\ € R] dicht in £Z (R, Px). Zu
jedem f € LZ,(R, Px) gibt es also eine Folge (f,,) in C mit

/ |fo(z) — f(2)|*> dPx (2) /Ifn (X)[?dP — 0.

Mit der Stetigkeit der bedingten Erwartung folgt hieraus

Blfu(X)|H] — BIf(X)[H], in LE(P).
Nach Voraussetzung ist hier die linke Seite aber P-f.s. konstant, also auch
die rechte Seite, welche somit gleich ihrem Erwartungswert ist. Speziell fiir
f=1p, mit B € B(R), heifit dies

El15(X)[H] = E[15(X)] = P(X € B).
Fiir jedes H € H erhalt man damit die Unabhéangigkeit aus

P({X € B} H) :/ 1B(X)dP:/ E[1p(X)[H] dP
H H
=P(X € B)P(H). m|
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Korollar 9.5 (Ergianzung zur Lévy-Charakterisierung). Unter den Voraus-
setzungen von Satz 9.8 ist (Xy, Fi)i>0 eine BB mit Filtration.

Beweis. Mit Lemma 9.4 und Gleichung (9.3) folgt, dass X4 — X unabhéngig
von F ist. O

Der Satz von Lévy hat fiir stetige Prozesse mit unabhéngigen Zuwéchsen
unmittelbare und weitreichende Konsequenzen. Beispielsweise besagt der fol-
gende Satz 9.6, dass bei der Definition einer BB die Verteilungsannahme
B, — Bs ~ N(0,t — s) durch die schwéchere Annahme schwach stationdrer
Zuwichse ersetzt werden kann. Damit ist gemeint, dass es eine Funktion f
gibt, sodass E[(B; — Bs)?] = f(t — s) fiir alle t > s > 0 gilt.

*Satz 9.6. Sei X = (X;)i>0 ein zentrierter L2(P)-Prozess mit Xo = 0, und

mit unabhdngigen, schwach stationdren Zuwdchsen. Dann gilt:

(a) (Xi) ist ein Martingal

(b) Jc > 0: (X2 — ct) ist ein Martingal.

Ist weiter X stetig und ¢ > 0 so ist X eine BB mit Varianzparameter c. (D.h.

anstelle von E[(X; — X)?] =t — s gilt E[(X; — X4)?] =c(t —s).)

Beweis. Zu (a): Wegen E[X; — X;] = 0 und unabhéngiger Zuwéchse gilt
E[Xi|F'] = E[X; — X,|F] + E[X,|F{] = X, .

Zu (b): Nach Voraussetzung gibt es eine Funktion f mit f(t) = E[X?] > 0
fir alle t. Wegen X; — X, 1l X, folgt weiter

ft+s) = EIXE ) = B[(Xe4s — Xo) + X0)7]
= E[(Xiys — Xo)*) + E[X]]
=f)+ f(s),  Vts>0. (9.14)

Hieraus folgt (rein algebraisch) mit ¢ := f(1) und fiir rationale ¢ > 0:

f(t) =ct. (9.15)

Wegen (9.14) ist f monoton wachsend, sodass (9.15) sogar fiir alle ¢ > 0
gelten muss. Zeige schlieBlich, dass (X7 — ct) ein Martingal ist:

Mit E[X, X,|FX] = X,E[X,|FX] = X2 und (9.15) erhilt man

E[X2 — ct|FX] = B[(X; — X)? + X2 — ct| FX]
=E[(X: — X))+ X2 —ct = X2 —cs.

Die letzte Behauptung folgt mit Lévy’s Charakterisierung der BB, denn die
Prozess X; := ¢~ 2 X, und X2 — t sind offenbar stetige Martingale. O
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Bemerkungen. 1. Die Eigenschaft E[(X; — X;)?] = f(t — s) ist insbesondere
erfiillt fiir zeithomogene Prozesse, also fiir reelle Prozesse X, sodass Px,_x,
nur von ¢t — s abhangt. Offensichtlich ist die BB ein zeithomogener Prozess.
2. Ist (Y;)i>0 ein kompensierter Poisson-Prozess mit Intensitdt A > 0 (vgl.
das Beispiel vor Lemma 7.13), so ist dies ein in 0O startender, zentrierter,
zeithomogener Prozess. Es gelten also (a) und (b) von Satz 9.6. Jedoch ist
Y keine BB, da Y; nicht normalverteilt ist. Dies zeigt, dass man auf die
geforderte Pfadstetigkeit im letzten Teil von Satz 9.6 nicht verzichten kann.

Das letzte Resultat dieses Abschnitts verallgemeinert Satz 9.6 fiir Prozesse,
die nicht zeithomogen sind. Es besagt anschaulich, dass jeder in 0 startende,
stetige Prozess mit unabhéngigen (nirgends verschwindenden) Zuwéchsen
eine zeittransformierte BB ist. [Wir werden diesen Satz in Kapitel 11 fiir
die Konstruktion eines pathologischen Beispiels anwenden. |

Notation. Sei T' € (0, c0]. Ein reeller Prozess (X¢):eo,r) hat nirgends ver-
schwindende Zuwdchse, wenn fiir alle 0 < s < ¢t < T gilt: P(X;— X, =0) < 1.

*Satz 9.7. Auf (Q,F, P) sei (Xt)epo,) ein reeller, zentrierter, pfadstetiger
L2(P)-Prozess mit nirgends verschwindenden, unabhdingigen Zuwdchsen, und
mit Xo = 0. Dann gibt es ein T € (0,00|, eine stetige, streng monotone
Bijektion ¢ : [0,T) — [0,T), mit ¥(0) = 0, und eine BB (Bi)icjo1) ouf
(Q,F,P), sodass gilt:

Xt = By, vt e [0,T). (9.16)

Beweis. Ist (9.16) erfiillt, so muss E[X?] = E[Bi(t)] = 1(t) gelten. Sei also
Y(t) := E[X?]. Dann gilt ¢(0) = 0, und fiir 0 < s < ¢t folgt aufgrund der

Unabhangigkeit der Zuwéachse die strenge Monotonie von :
V() = E[(Xe — Xs + X,)’] = Bl(Xe — X,)°] + E[XZ] > ¥(s).

Dies zeigt weiter, dass 1) genau dann stetig ist, wenn X ein £2-stetiger Prozess
ist. Dies ist wegen E[(X; — X,)?] = E[X?] — E[X?] dquivalent zu
E[X?% — E[X?], firs—t. (9.17)

S

Wie im Beweis von Satz 9.6 folgt, dass (X7 —1(t)) ein Martingal ist. Insbeson-
dere ist dann fiir jedes T € (0,T) die Familie (X? — ¥(t)),ep0,7) eleichgradig
integrierbar, und wegen 0 < v(t) < ¥(T) auch die Familie (XtQ)te[O,T]‘ Da
(X?) ein pfadstetiger Prozess ist folgt mit Vitali nun (9.17), also die Stetigkeit
von 9. Mit T' := lim;_, o 9(t) € (0, 0] gilt ¥([0, T)) = [0,T), denn T kann we-
gen der strengen Monotonie durch kein #(t) erreicht werden. Es folgt, dass ¢
auf [0, T) eine stetige, streng monotone Umkehrfunktion ¢=1 : [0,7) — [0,7)
hat. Definiere nun den pfadstetigen Prozess

B, = X¢71(5) R s € [O,T) .
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Dann ist By = 0, F[B;s] = 0, und fiir 0 < 51 < 53 < --- < 8, < T sind die
ZN.n By, —B,, ..., B, —Bs,_, unabhéngig. Also ist (Bs)scjo,7) ein Prozess
mit unabhéngigen, zentrierten Zuwéchsen, insbesondere also ein Martingal.
Weiter gilt E[B2] = E[Xi—l(s)] =1(1p~1(s)) = s, sodass die Unabhiingigkeit
der Zuwiichse E[(B; — Bs)?] = E[B? — B2] = t — s impliziert. Nach Satz 9.6
ist (Bs) eine BB. |

Bemerkungen. 1. Man kann in Satz 9.7 auf die Voraussetzung nirgends ver-
schwindender Zuwiéchse tatsichlich verzichten, vgl. [Kr, Seite 173]. 2. Nach
Aufgabe 7.a ist jeder zentrierte £'-Prozess mit unabhingigen Zuwichsen ein
Martingal. Satz 9.7 lasst sich also als Darstellungssatz fiir spezielle Martin-
gale lesen. 3. Satz 9.7 besagt im Wesentlichen, dass sich jeder stetige Prozess
mit unabhéngigen Zuwéchsen als deterministisch zeittransformierte BB dar-
stellen lasst. Aus Satz 9.21 wird folgen, dass eine &hnliche Darstellung fiir
alle Brownschen £2-Martingale besteht, jedoch ist dabei die deterministische
Funktion ¢ (t) durch eine Stoppzeit 7(¢) zu ersetzen. Auch der dort gegebene
Beweis beruht auf Lévy’s Charakterisierung!

9.2 Rechtsstetigkeit Brownscher Filtrationen

In Abschnitt 9.3 werden wir erstmals die Rechtsstetigkeit der zugrunde liegen-
den Filtration auf (Q, F, P) benotigen. Aus dem Beweis des Lévyschen Satzes
lasst sich nun folgern, dass Brownsche Filtrationen F in der Tat rechtsste-
tig sind, vorausgesetzt dass sie vollstindig sind. Dem Beweis dieses Stetig-
keitssatzes schicken wir eine allgemeine Charakterisierung von rechtsstetigen
Filtrationen voraus:

Lemma 9.8. Sei (Q,F,P) ein W-Raum. Eine vollstindige Filtration
(Fi)i>0 ist genau dann rechtsstetig, wenn fir alle t > 0 gilt:

AEft+ = E[].A‘ft]:].,q (918)

Beweis. Gilt F; = Fy, so folgt sofort (9.18). Es bleibt also zu zeigen, dass aus
(9.18) die Gleichheit F; = Fy4 folgt, d.h. zu zeigen ist Fyy C Fy. Zunéchst
folgt aus (9.18), dass 14 P-f.s. mit einer F;-messbaren Z.V. Y {ibereinstimmt.
Fiir eine geeignete Nullmenge N gilt dann

Y' 1Nc - 1A . 1N(: == 1AﬂNc.
Damit stimmen auch die Urbilder der Menge {1} unter diesen Z.V.n {iberein:
Y H{1})) NN = ANN°.

Wegen N € F; ist die linke Seite in F;, also auch die rechte. Wegen A € F
ist PLANN) =0, also AN N € F;. Zusammen mit AN N¢ € F; folgt nun

A=(ANN°)U(ANN) € 7. O
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Satz 9.9. Sei (By)i>o0 eine BB auf dem W-Raum (Q,F,P). Dann ist die
augmentierte kanonische Filtration, also Fy := (FP)*, rechtsstetig.

Beweis. Zeige (9.18) fiir festes t > 0: Da (B;) und (B? — t) Martingale
beziiglich (FP) sind, so auch beziiglich F;. Die Eigenschaften (a) und (b)
aus Lemma 9.2 sind somit erfiillt, sodass B Gleichung (9.3) fiir alle A € R
erfillt. Hieraus folgt fiir alle u > ¢ > 0:

. . . . 2
E[ezz\Bu |ft] _ E[el/\(Bu—Bt)-H)\Bt |-7:t] _ eMBt—%(u—t) ) (919)
Ist € > 0 so klein, dass t + ¢ < u gilt, so folgt hieraus

E[e?Pu|Fiy] = E[Ble™P | Frye]| Fiy]
= E[ei’\BHs’%(“’t’EH}"H] (nehme Limes ¢ — 0)
= BleMPF 00 Ry

= ¢irBe— Ay (u—t) (B ist Fi; — messbar)
= E[e"B|F],  nach (9.19). (9.20)

Diese Gleichung stellt den Schliissel fiir den Nachweis von (9.18) dar. Zeige,
dass sie sich wie folgt fiir beschrankte, F,-messbare Funktionen f verallge-
meinert:

E[f|Fi] = E[f|Fi+]. (9.21)

1. Schritt. Zunéchst folgt aus (9.20), dass E[f(B,)|Ft] = E[f(Buy)|Fe4] fiir
jedes f € L3(R,v,) gilt: Nach Korollar 8.14 ist lin[e*, A € R] dicht in
L%(R,v,). Die Behauptung folgt daher durch Linearkombination von (9.20)
mit anschliefendem Grenziibergang im bedingten EW.

2. Schritt. Seien t < u; < ug und f1, fo zwei beschrinkte, messbare Funktio-
nen auf R. Dann folgt mit dem 1. Schritt:

E[f1(Bu,) f2(Bu, )| Ft] = Elf1(Bu, ) E[f2(Bu, )| Fu, ]| ]
E[f1(Buy) E[f2(Buy)| Fu, || Fit
E[fl(Bul)f2(Bu2)|:Ft+] .

Sukzessiv folgt mit demselben Argument fir ¢ < u; < -+ < u, und fir
beschrankte Funktionen fy,..., f,:

E[f1(Bu,) -+ fn(Bu,) Fir]. (9-22)

ft] = E[fl(Bul) : "fn(Bun)

Diese Gleichung bleibt fiir 0 < uw; < --- < u, und alle ¢ > 0 bestehen, denn
man kann in (9.22) diejenigen Faktoren f;(B,,) aus den bedingten Erwar-
tungswerten herausziehen, fir die u; < t gilt.
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3. Schritt. Nach Satz 8.17 setzt sich (9.22) fiir alle T > 0 per Stetigkeit auf
ganz L1(Q, FB P) fort, d.h. (9.21) gilt fiir alle f € £1(Q,FE, P). Ist also
h>0und f € LY, Fypn, P), so folgt mit Fppp, = (FE,)"

E[f|F] = E[B[f|FLIF) = EIE[fIF5 ) Fer]
E[fFi+] .
Wegen Fy C Fyyp gilt diese Gleichung insbesondere fiir f = 14 mit A € Fyy.
Hieraus erhélt man (9.18). i

9.3 Ito-Integrale mit Stoppzeiten als Grenzen

Im Folgenden werden wir das Ito—Integral nochmals etwas genauer untersu-
chen, wobei auch weiterhin fo s) dBs eine stetige Version bezeichnet. Von
nun an werden wir aber eine Erwelterung der Voraussetzungen benotigen, die
wir am Anfang der Kapitel 4 und 5 gemacht haben:

Zweite Zusatzvoraussetzung. Die bei It6-Integralen zugrunde liegenden
Filtration (A;)¢>0 sei von nun an rechtsstetig.

Fiir f € £2(]0,00)) und Funktionen (,zufillige Zeiten®) 71,72 : Q@ — Ry
gelte 7 < 75. Dann heifit

2(w) 71 (w)
/ F(t)dBy) (w) = ( / fOaB)@) = ([ s0aB) )

das Ité-Integral mit zufélligen Grenzen 11, To. Dieses Integral besitzt zumin-
dest fiir Stoppzeiten brauchbare mathematische Eigenschaften, insbesondere
wenn 71 und 7o beschrinkt sind (vgl. Optional Sampling Theorem, bzw.
Stoppsatz). Das folgende Lemma reduziert das Itd-Integral mit Stoppzeiten
auf das ,gewohnliche“ Ito-Integral:

Lemma 9.10. Sei 7 eine A;-Stoppzeit mit 0 < 7 < T < oo. Dann ist die
Zufallsvariable 1o -y (t) A¢-messbar, und fir jedes f € L2([0,T]) gilt

/T F(t)dB, = / Lo (O f(1)dB, (P-f.s.). (9.23)
0 0

Beweis. Beachtet man, dass 14 genau dann 4;-messbar ist wenn A € A, gilt,
so folgt die A;-Messbarkeit von 1j -y (t) sofort aus

Lo () = 1p<ry = Lir<tye -

Nun wird (9.23) mit den iiblichen Treppen-Approximationen verifiziert. Al-
lerdings muss dabei zuerst 7 diskret approximiert werden, da fiir einen Trep-
penprozess f sonst 1jg - (t)f(t) keinen Treppenprozess definiert.
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1. Schritt: Sei f € T2([0,T]) und 7 eine diskrete Stoppzeit mit den Werten
T(w) € {t1,...,tn} C[0,T]. Fiir w € {7 = tp} ist 119, (t) = 1[o,4,)(t), und
aufgrund der disjunkten Darstellung Q = {r =t} U---U{r =t,} folgt
Lo,y (#) = L=ty Lo,60) (1) + Lr=iny Lo,02) (8) + -+ Lz, 10,0, ()
= 1{72t1}1[0,t1)(t) + 1{T2t2}1[t1,t2)(t) + 4+ 1{T2tn}1[tn,1,tn)(t)
= L0 (®) T Lr<eyedip ) () + o+ Lr<o,ayedin ) (8)-

(Die zweite Gleichung verifiziere man fiir w € {7 = #;}.) Somit ist 1
ein beschrénkter, A;-adaptierter Treppenprozess, also 1jg - f € 72([0,7)).
Demnach gilt eine Darstellung der Form

N-1
Lo, (8)f(t) = Lo,y (85) £ (85)1(s;.8540) () 5
j=0
mit 7(w) € {so,...,sn}, fiir alle w € €. Folglich gibt es zu jedem w ein

k(w) € {0,1,...,N} mit 7(w) = Sp(). Hiermit folgt

7(w) Sh(w)
([ ras)er= [ swane

k(w)—1
= Z f(8j7w)(BSj+1 - BSj)(‘”)
j=0
N-1
= Z 1[07T(w))(3j)f(3jaw)(BS_7+1 — By,)(w)
=0

— ( / 1o.r)(5)£(5) dB,) ()

2. Schritt: Seien nun 7 und f wie im Lemma. Waihle diskrete Stoppzeiten
0 <7, <T mit 7, \, 7 (punktweise). Wihle f,, € Z.2([0,7]) mit f, — f in
£2(]0,T]). Wegen |a — b|?> < 2a? + 2b? gilt dann

1 T T
5/ |1[0,m,)fn - 1[O,T)f|2dt < / |1[0,Tn)fn - 1[0,Tn)f‘2dt
0 0
T
+/ Ljo,r)f — Ljo,r) f1Pdt
0

T T
< / o — Pt + / 1y fRdE
0 0

Der erste Term konvergiert n.V. stochastisch gegen Null, der zweite Term
konvergiert fiir alle w mit f(-,w) € L£2([0,T],\) gegen Null (also P-f.s.).
Somit folgt 1ig -,y fn — Lo, f in L2([0,T]), also auch

Tn

T T
fndBy = / Lio,r) fndBy — / lio,rf dB; stochastisch. (9.24)
0 0 0



9.3 It6-Integrale mit Stoppzeiten als Grenzen 183

Andererseits gilt

| [ fuan~ [ap| <| [ Foaso- [Fas)+| [ Fas- [ ras)
0 0 0 0 0 0

Der erste Term ldsst sich durch sup,e( 77 | Jo fndBy — [ f dB;| abschitzen,
und konvergiert somit nach Satz 5.6 stochastisch gegen Null. Aufgrund der
Stetigkeit von s — ([, f(t)dB;)(w) konvergiert der zweite Term fiir jedes w
gegen Null. Zusammen folgt

/ fndBy H/ fdB; stochastisch . (9.25)
0 0

Aus (9.24) und (9.25) folgt die Behauptung (9.23). O

Bemerkung. Lemma 9.10 bleibt giiltig, wenn man anstelle einer Stoppzeit nur
eine Optionszeit voraussetzt (auch ohne rechtsstetige Filtration). Im Zusam-
menhang mit Martingalen muss 7 aber eine Stoppzeit sein.

Formel (9.23) gestattet eine natirliche Erweiterung des Itd-Integrals mit be-
schrankten Stoppzeiten, auf eine etwas grofiere Klasse von Integranden, denn
es genligt fiir die Existenz der rechten Seite von (9.23), dass der Integrand
ein pfadweiser £2-Prozess ist. Dies gibt Anlass zu folgender

Definition. Sei 7 eine beschrankte A;-Stoppzeit und 7' := sup{7(w)|w € Q}.
Fiir p € [1, 00) werde mit £Z ([0, 7]) bzw. LE([0,7]) der Raum aller messbaren,
Ai-adaptierten Prozesse f : [0,T] x  — R bezeichnet mit

P(/0 |f()]Pdt <oo) =1, bzw. E[/O |f(t)[Pdt] < oo. (9.26)

Fiir f € £2([0,7]) heiBt [, f(t) dBy, definiert durch die rechte Seite von Glei-
chung (9.23), das Itd-Integral von f bis zur Stoppzeit 7. Fiir zwei beschrankte
Stoppzeiten 0 < 71 < 75 und f € £2([0,72]) setze entsprechend (mit T = 75)

To T T
/ F(t)dB, = / Loy (1) (£) By — / 10,0y (1) /(1) dB,
T
- / Vv (D F(£) B,

Bemerkungen. 1. (Eindeutigkeit.) Sind f, g € £2(]0, 72]), ist Qo C Q, und gilt
Ly ) () f(T) = 17y 1y (D) g(t) fiir alle w € Qo, so folgt

(/72 f(t)dB,)(w) = (/T2 g(t)dB;)(w), fiir P-fast alle w € Q.

1
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Dies ist lediglich eine Umformulierung von Satz 4 20 fir die Integranden
Lz, ) (6) f(t) und 17, 7,)(t)g(t). 2. Man kénnte fo t) dB; auch direkt durch

die rechte Seite von (9.23) definieren, aber dann wére etwa der Stoppsatz nicht
direkt verfiighar. Letztlich werden beide Darstellungen in (9.23) benétigt.

Satz 9.11 (Bedingte Ito-Isometrie). Seien 71 < 7o beschrankte A;-Stoppzeiten.
Dann ist f: f(t)dBy fiir jedes f € L£L2(]0,00)) in L2(P), und es gelten

E[/TQ f(t)dBi| A ] =0, (9.27)

/ f(t)dBy) yAﬁ = / f2(t) dt|A] (9.28)

Beweis. Da fo s) dB;s ein stetiges £2 Martingal ist, und 0 < 7, < 75 <T
gilt, folgt (mit optlonal sampling) [ f(t) dB, € L*(P), sowie

Bl [ swasjan] = [ s as.

Somit ist (9.27) erfiillt. Um (9.28) zu verifizieren ist fiir jedes A € A, die
Gleichheit folgender Integrale zu zeigen (beachte: [, Y dP = E[14Y]):

E[IA(/TQ f(#)dB,)?] = E[1a /72 f2(t)dt]. (9.29)

Dies ist erfiillt falls gezeigt werden kann, dass P-fast sicher

T2 T
1a / £(t) dB, = / Lalmm) (1) dB, (9.30)
T1 0

gilt, denn hieraus erhélt man (9.29) wie folgt:

1A/f )dB,)?] = 1A/f )dB,)?

= E[/O (Lalpr, ) f)?(t) dt]
=E[l4 /T2 FA()dt] .

Im letzten Schritt wurde verwendet, dass [14(: - -) dt w-weise (P-f.s.) berech-
net werden kann, woraus [ 14(:- )dt =14 f -)dt P-fs. folgt. Zeige nun
(9.30): Zunéchst gilt

La(@) 17 ()2 (w)) () = La(W) {7 <t<ry (W)
= 1Am{r1§t}m{t<rz}(w) . (931)
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Wegen AN{m <t} e A und {t < o} = {2 < t}° € A; ist die Indikator-
funktion in (9.31) A;-messbar, und damit das Integral auf der rechten Seite
von (9.30) wohldefiniert. Benutze nun Satz 4.20:

1. Fall: Sei w € A°. Dann ist 14(w)1{r,<t<rp}(w)fi(w) =0, d.h. es gilt

T
(/ Lal{r,<t<r} fedB;)(w) =0,
0

fiir P-fast alle w € A°. Somit gilt (9.30) fiir diese w.

2. Fall: Sei w € A. Dann ist 14(w)1{r,<t<r} (@) fi(w) = 1{r <ty (W) fr(w),
woraus fiir P-fast alle w € A folgt:

T T
([ e 05 @) = ([ A (01 4B) ).
0 0
Fiir diese w gilt also ebenfalls (9.30), sodass die Behauptung folgt. |

Als unmittelbare und wichtige Folgerung von Satz 9.11 erhéilt man durch
Erwartungsbildung von (9.27) und (9.28):

Korollar 9.12 (It6-Isometrie mit beschriankten Stoppzeiten). Unter den Vor-
aussetzungen von Satz 9.11 gilt:

E[/T2 f(t)dB,] =0,
/f dB,)’ /f )] .

9.4 Gestoppte Brownsche Bewegungen

Eine fast unmittelbare Folgerung aus Lévy’s Charakterisierung und der be-
dingten It6-Isometrie (Satz 9.11) ist die starke Markov Eigenschaft der BB.
Lediglich eine kleine Vorbereitungen wird dazu noch benotigt:

Lemma 9.13. Seien B™, n € N, P-f.s. stetige BBen auf (0, F, P), sodass
fiir jedes t > 0 die Folge (Bt("))ne]N gegen eine Z.V. By P-f.s. konvergiert.
Dann hat (By)i>o dieselben endlichdimensionalen Verteilungen wie eine BB.

Beweis. Die Folge R%wertiger Z.V.n X, := (Bt(ln), . Bt(:)) konvergiert n.V.
P-fs. gegen X := (By,,...,By,), und es gilt Px, = Px, fiir alle n € N. Mit
majorisierter Konvergenz folgt fiir alle A € R%:

gpr()\) :/ei<>"x> dP = lim ei(A,Xn) dP

n—oo

= tim [0 ap, @) = [0 apx, ) = ey, ).
n—oo

also Px = Py, . Somit hat (B;);>¢ dieselben endlichdimensionalen Verteilun-
gen wie die BB (Bt(l))tzo. |
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*Satz 9.14 (Starke Markov-Eigenschaft der BB). Sei (By);>0 eine BB und
T < oo eine Ag-Stoppzeit. Dann wird eine A,i-adaptierte BB definiert durch

Bt::BT+t_BT7 t>0.

Beweis. Sei zunichst 7 < M vorausgesetzt. Mit By = f:H 1dB; folgt

T+s T+t
1dB, + / 1dB,| A ]
T+s

E(Bi| Arsa] = E /

T

T+s
= / 1dB, = Bs, nach Satz 9.11.

Weiter gilt

N - T+t
E[(B; — Bs)*|Ar i) = E[(/+ 1dB,)*|Ar ]
T+t
= E[/ 1° du|A,4s] (nach Satz 9.11)
T+s

=t—s.

Da B, pfadstetig ist folgt die Behauptung aus Lévys Satz 9.3.

Fiir eine beliebige endliche Stoppzeit 7 sei 7, := 7 A n. Dann definiert
Bt(”) = B, 4+ — B,, eine BB fiir jedes n € N, und es gilt die punktweise
Konvergenz Bt(") — B;yy — B;. Mit Lemma 9.13 und der Stetigkeit von
B4 — B, folgt nun die Behauptung. O

Bemerkung. Satz 9.14 wird informell haufig so ausgedriickt: ,Fine BB startet
nach jeder endlichen Stoppzeit neu*.

Der folgende Satz verallgemeinert die Ité-Isometrie (Korollar 9.12) auf
Stoppzeiten, die nicht notwendigerweise beschrankt sind:

Satz 9.15. Sei f € £2(]0,00)) und T < 0o eine A;-Stoppzeit mit
E[/ f2(s)ds] < o0. (9.32)
0
Dann ist [ f(s)dBs € L*(P) und es gilt

E[/T f(s)dBy] =0 (9.33)
[( f( /f2 )ds] . (9.34)
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Beweis. Mit den Stoppzeiten 7,, :== 7 An 7 und Korollar 9.12 gilt:

/de/de /de

=E| f2(s)ds] , firo<m<mn. (9.35)

Tm

Mit monotoner Konvergenz geht (9.35) fiir n — oo gegen E[[T f?(s)ds].
Also geht die linke Seite in (9.35) gegen Null fiir n,m — oo,msodass die
Folge T" f(s)dBs Cauchy in £2 ist. Diese wiederum konvergiert (offen-
smhthch) punktweise gegen fo s)dBs. Mit m = 0 und Grenziibergang
n — oo in (9.35) folgt (9.34), also insbesondere [ f(s)dBs € L% Aus
E[fy" f(s)dBs] = 0 folgt nun durch Grenziibergang (9. 33) m|

“Korollar 9.16. Es sei (By)i>0 eine BB und T eine endliche, integrierbare
Ayi-Stoppzeit. Dann ist B, € L2(P), und es gelten

E[B,]=0, E[B? = E[r]. (9.36)

Beweis. Fiir f =1 gilt f € £2([0,00)), und mit E[f f2(s)ds] = E[r] < o0
ist (9.32) erfiillt. Mit B, = [! 1dB, folgt (9.36) via (9.33) und (9.34). D

Bemerkungen. 1. (Klassische Wald-Identitat.) Sei (X, )nen eine Folge von
u.i.v. integrierbaren Zufallsvariablen. Sei weiter 7 : 2 — NN eine integrierbare
Stoppzeit beziiglich der Filtration F,, := o(Xi,...,X,). Dann gilt

E[X, + -+ X, = E[X1] - E[7] (Wald-Identitét) .

Speziell fiir X, := By, — Bi_1 und eine N-wertige, integrierbare J,,-Stoppzeit
7 folgt X1+---+ X, = B,. Man erhélt damit aus der Wald-Identitét die erste
Gleichung in (9.36), jedenfalls fir diese diskreten Stoppzeiten. Deshalb wird
(9.36) ebenfalls als ,Wald-Identitdt“ bezeichnet. 2. Sind die X} in Punkt 1
sogar quadratintegrierbar und zentriert, so gilt weiter der Satz von Blackwell-
Girshick, d.h.

E[(X1+ -+ X,)’] = E[X}] - E[7].

Offensichtlich entspricht die zweite Gleichung in (9.36) fiir das spezielle Bei-
spiel X = By — Bi_1 gerade diesem Satz. 3. Beweise fiir die Aussagen
in Punkt 1 und 2 findet man in [Ba2,Satz17.7], sogar fiir eine leichte Ab-
schwéchung der Voraussetzungen.

Als Anwendung des obigen Korollars zeigen wir, dass eine BB ein beliebiges,
Null enthaltendes Intervall (a,b) mit Sicherheit verlédsst. Dabei tritt erstmals
das Problem auf, dass wir einen Prozess X mit einer Stoppzeit 7 stoppen
wollen, von der wir nur wissen, dass sie P-f.s. endlich ist. Die Funktion X,
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ist dann nur auf {7 < oo} wohldefiniert, also P-fast sicher. Dieses Manko
wird behoben durch triviale Fortsetzung auf ganz :

X () = {XT(W) (w) falls 7(w) < oo. (9.37)

0 falls 7(w) =

Lemma 9.17. Sei (Fi)i>0 eine vollstindige Filtration, (X;);>0 ein progressiv
Fi-messbarer Prozess, und T eine P-f.s. endliche Fi-Stoppzeit. Dann wird
durch (9.37) eine messbare Funktion X, definiert.

Beweis. Durch 7% := 71, .} wird eine endliche F-Stoppzeit definiert, denn
{r* <t} ={r <t} U{T = oo} € F;. Weiter definiert X} := X;1{; .} einen
progressiv F;-messbaren Prozess X*: Im Fall 0 ¢ B € B(R) gilt ndmlich

{X"0.gx0 € B} = {X]p.gxa € B} N{[0,t] x {T <oo}} € B([0,t]) ® F,
und im Fall 0 € B gilt (mit B := B\{0}):
{X*j0.qx0 € B} = {X*|0.4xa € B} U{X*|p.qxa = 0}
= {X*|[07t]XQ c B} U {X|[0’t]XQ = 0} U {[O,t] X {7' = OO}},

was ebenfalls in B([0,t]) ® F; liegt. Offenbar gilt nach (9.37) die Gleichheit
X; = X7., wobei letztere Funktion nach Satz 7.26 messbar ist. O

Folgerung. Korollar 9.16 bleibt fiir P-f.s. endliche Stoppzeiten unveradndert
giiltig: Der Prozess B} ist ndmlich ebenfalls eine A;-adaptierte BB und 7* ist
eine endliche A;-Stoppzeit, sodass einerseits E[B,;] = E[BZ.] = 0 gilt, und
andererseits F[B2] = E[(B:.)?] = E[r*] = E|7].

*Satz 9.18. Seien a < 0 < b reelle Zahlen. Sei weiter 7, die Stoppzeit
Tap := inf{t > 0| B; € {a,b}}. Dann gilt:

P(rap < 0) =1, (9.38)
P(Br,, =a)= ¢ f - (9.39)
Elrap] = |ab]. (9.40)

Beweis. Zeige zuerst(9.38): Fiir n € IN betrachte die unabhéingigen Ereignisse
E, = {|Bn+1 — Bn| > b — a}. Fir € := P(E,) gilt offensichtlich € > 0. Ist
weiter 7, 5(w) > n+1, so gilt a < Bi(w) < b fiir alle k =1,...,n, und somit
auch |Bg41(w) — Bi(w)| < b — a. Es folgt

{Tap >n+1} C{|B1 —Bo| <b—a}N---N{|Bps1 — Bn| <b—a},
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woraus man mit Subadditivitdt und Unabhéngigkeit der E} die Abschatzung
P(rgp>n+1)<(1—¢)", vn € N,

erhélt. Also gilt auch P(1,, < n+1) > 1— (1 —¢)", woraus fiir n — oo
(9.38) folgt. Zeige als néchstes (9.39): Wegen 0 < 7,5 < oo P-f.s. gilt

o0 oo
El7a)] §z (n—1<7,p<n)< z (1—-¢&)" < 0.

Mit Korollar 9.16 (siehe obige Folgerung) folgt nun E[B;, ] = 0, also
0= E[B,,] = aP(B;,, =a) +b(1 - P(B;,, = a)).

Die Auflosung dieser Gleichung nach P(B,, , = a) ergibt (9.39).
Zeige schlieBlich (9.40): Mit (9.36) gilt:

Elrop] = E[Bza,b] = a?P(1ap = a) + b*P (1, = b)

b —a
2 2
b—a+bb—a ab

=a

Gleichung (9.39) besagt, dass die Wahrscheinlichkeit mit der die BB a trifft
durch das Ldngenverhdltnis der Intervalle [0,b] und [a,b] gegeben ist. Lasst
man nun a gegen —oo gehen, so treffen immer weniger Brownsche Pfade
zuerst a. Somit ist folgendes Korollar intuitiv ersichtlich:

*Korollar 9.19. Sei b € R und 7, := inf{t > 0| B; = b}. Dann gilt:
Py, < o0) =1. (9.41)

Beweis. Fir b = 0 ist (9.41) trivial. Da mit (B;) auch (—B;) eine BB ist
kénnen wir 0.B.d.A. b > 0 annehmen. Dann gilt fiir jedes a < 0:

{B:,, =b} C {71 < o0}.

Es folgt
—a

b—a’

Lésst man nun a gegen —oo gehen, so folgt (9.41). |

P(r, < o0) > P(B,,, =b) =

Ta,b

Bemerkungen. 1. Diese Korollar impliziert insbesondere, dass f.s. jeder Pfad
einer BB ,oszilliert mit einer grofier werdenden Amplitude®, d.h. fiir ¢ — oo
wird jeder positive Wert und jeder negative Wert unendlich oft getroffen.
Die ,Einhiillende“ dieser Oszillation wird iibrigens durch das Gesetz vom
iterierten Logarithmus (fiir BBen) genau charakterisiert, siehe z.B. [Ba2, §47].
2. Wir werden dieses Korollar nur in Kapitel 11 nochmals bené6tigen.
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9.5 Zeittransformierte Prozesse

Der folgende Satz bereitet den Darstellungssatz 9.21 fiir Brownsche Martin-
gale vor. Er ist auch fiir sich genommen interessant, denn er zeigt, dass die
quadratische Variation (vgl. Satz 5.14) eines Ito-Integrals mit diesem Integral
w-weise in enger Beziehung steht. Wie schon in Satz 4.20 erscheint es gerade
so, als ware das Ito-Integral w-weise definiert.

Satz 9.20. Sei f € L2([0,00)). Dann gibt es eine Nullmenge N, so dass fiir
alle 0 <r < s und alle w € N¢ gilt:

(/SfZ(t)dt)(w):O N (/uf(t)dBt)(w):O, Vuelrs]. (9.42)

Beweis. Es gentigt Gleichung (9.42) fiir rationale , s, w und alle w auflerhalb
einer Nullmenge N, s, zu verifizieren. Dies impliziert ndmlich (9.42) fiir alle
w &N =UrsueqNVrsu, und fiir jedes w € N¢ folgt (mit Stetigkeit) aus der
Giltigkeit von (9.42) fiir rationale r, s, u die Giiltigkeit fiir reelle r, s, u.

1. Fall: (r = 0) Sei 0.B.d.A. [ f2(t)dt < oo, Yw € Q (sonst éndere f auf
einer Nullmenge ab). Dann wird eine Stoppzelt definiert durch

:inf{u>0:/uf2(t)dt>0},
0

denn u +— fou f2(t) dt ist stetig, A,-messbar, und nach Voraussetzung gilt
Ay = Auy. BEs folgt ([ f2(t)dt)(w) = 0 fiir alle w € Q. Insbesondere folgt
Lio,rau)f € L2([0,00)) fiir alle u > 0. Mit Korollar 9.12 erhélt man hiermit

E[(/OTAuf(t) aB,)?] - E[(/Om 2 dt)] =0

u/\‘r

also folgt [, t)dBy = 0, fiir alle w € N°. Ist nun Welter u € [0,s] und
w e {5 f2(t dt—O}ﬂNC so gilt u A 7(w) = u, also [’ f(t)dB; = 0. Dies
ist (9.42) fir den Fall r = 0.

2. Fall: (r > 0) Betrachte die BB B, := By,, — B, bagl. A, := A,,. Durch
/ f(s,w)dBs(w / f(s,w)ds (9.43)

werden stetige Versionen (beziiglich der Variablen u € [r, s]) definiert von
/Ou’“ f(t+r,w)dBy(w) bzw. /OUT At +rw)dt. (9.44)

(Um dies zu sehen wéhle man zu festem u fiir (9.43) eine Treppenappro-
ximation von f. Diese ldsst sich auch als Treppenapproximation fiir (9.44)
auffassen. Grenziibergang liefert die Behauptung.) Nach Fall 1 gilt fiir (9.44):

/ fA(t4r,w)dt =0 = / f(t+r,w)dBy(w) =0, Vu € [r,s]we N°.
0 0

Ausgedriickt durch die Integrale (9.43) folgt die Behauptung. |
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Aus Abschnitt 8.1 wissen wir, dass sich jedes £2(P)-Martingal (X;):>o der
BB mit einem geeigneten Prozess f € £2([0,00)) darstellen lisst als

X, = E[Xo] + /Ot f(s)dB,. (9.45)

Dabei wird vorausgesetzt, dass die zugrunde liegende Filtration (FZ)* ist.
Der folgende Satz besagt, dass man sogar It6-Prozesse der Form (9.45) als
stochastisch zeittransformierte BBen darstellen kann, und zwar ohne die £2-
Bedingung, und beziiglich allgemeiner Filtrationen (A;). Dies verallgemei-
nert die Darstellung von stetigen Prozessen mit unabhingigen Zuwichsen
aus Abschnitt 9.1 auf Ité-Prozesse der Form (9.45). Insbesondere Brownsche
L2-Martingale besitzen also eine solche Darstellung.

Satz 9.21. Sei f € £2(]0,00)) mit fot f?(u)du < oo fir alle t > 0, und
Jo° f3(u) du = co. Sei weiter X der Prozess X, = fot f(s)dBs mit quadrati-
scher Variation (X)¢, und 7(t) die endliche A;-Stoppzeit

T(t) :==min{s > 0: (X)s =t}. (9.46)

Dann wird eine P-f.s. stetige, A, )-adaptierte BB definiert durch

. (1)
Bt = XT(t) = / f(s) st 5 t > 0.
0

Weiter gibt es eine Nullmenge N, sodass sich X; aus B zurickgewinnen lasst
via
Xi(w) = Bxy,(w), Vt>0,VYwe N°. (9.47)

Beweis. Nach Lemma 7.23 ist 7(t) eine A;-Stoppzeit, und ¢ +— 7(t) ist offen-
bar endlich und monoton wachsend. Zeige: B ist linksstetig. Da X stetig ist
geniigt es z.z., dass 7(t) linksstetig ist. Sei tg > 0 und 0 < ¢, " to. Setze

T (to) := lim 7(t,) < 7(to). (9.48)

n—oo
Dann gilt wegen der Stetigkeit von s — fos 2 (u) du:

T_(tO) T(tn)
/ f*(u)du = lim fA(u)du= lim t, =tq. (9.49)
0

n—oo 0 n—oo

Mit (9.46) folgt hieraus 7(tg) < 7 (to), mit (9.48) also 7(tg) = 7 (o), und
somit die gesuchte Konvergenz 7(t,) — 7(to) fir t, " to. Zeige nun: B
ist P-f.s. rechtsstetig. Definiere hierzu den rechtsseitigen Grenzwert von T,
7 (to) := limy, \ 4, 7(¢n). Analog zu (9.49) erhélt man dann

7 (to) 7(to)
/ fA(s)ds=to = / f2(s)ds.

0 0
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Wegen 7(t,) > 7(to) folgt aus den letzten beiden Gleichungen jeweils nur
7F(tg) > 7(to). Die letzte Gleichung ergibt aber zusammen mit Satz 9.20

(o) +(to
/ f2(s)ds =0 = / =0,
7(to) (to)

fiir alle w auBlerhalb einer von tg unabhéngigen Nullmenge. Hieraus folgt

T(tn)

™ (to) 7(to)
lim fe)ap.= [ )i~ [ s,
tn\to Jo 0 0

also die P-fast sichere Rechtsstetigkeit. Zeige nun in drei Schritten, dass B
eine BB ist. Nach Satz 7.26 ist B, jedenfalls A, ;)-messbar.

1. Schritt: Sei f € £2([0,00)) mit f(t) = 1 Vt > n, fiir ein n € N. Dann ist

f:“ f?(u)du = t, und damit 7(¢) < n+t. Also ist 7(¢) beschriinkt. Mit dem
Satz 9.11 und (9.46) folgt fiir 0 < s < t:

N N 7(t)
E[Bt - BSl‘AT(S)] = E[/( ) f(u) dBulA'r(s)] =0,
T t

E[(Bt - BS)2|AT(S)] = E| f (u )d“|-’4‘r(5)] =t—s,

7(s)

Nach Satz 9.3 ist B, eine (P-f.s. stetige) A, (4)-adaptierte BB.

2. Schritt: Sei f € L2([0,00)), und sonst wie im Satz. Definiere f,, durch
fu(t) = f(t) fir t <n, und f,(t) =1 fiir ¢ > n. Nach Schritt 1 ist

5 (n) ()
B" ::/ fn(s) dBg
0

eine BB, wobei 7, die Stoppzeit in (9.46) ist, mit f ersetzt durch f,. Ist
7(t) < m, so gilt t = fo 2(s)ds T(t) f2(s) ds, woraus 7,(t) < 7(t) folgt,
also auch 7,(t) < n. Letzteres 1mphz1ert

Tn (1) Tn (t)
_ 2 _ 2
t—/o fn(s)dS—/O f=(s)ds,

sodass auch umgekehrt 7(t) < 7,,(¢t) folgt. Auf {7(¢) < n} erhélt man so

() = 7(t), = flio,r) -

AufBlerhalb einer Nullmenge N,, gilt also

n (t) 7(t)
Lir(y<n} A fn(uw) dBy = 1ir(t)<n} /O f(u)dB
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Fiir jedes w ¢ UnenN,, folgt hieraus fiir n — oc: Bg”) — B;. Lemma 9.13
zeigt nun, dass B eine P-f.s. stetige BB ist.

3. Schritt: Sei schlieBlich f wie im Satz, k € N, und fi € £2([0,00)) durch
¢
£u®) = £ ([ £7(0)du) + 100,00
0

definiert. Dieser Prozess stimmt wegen fT(k) f?(u)du = k bis 7(k) mit f

iiberein, also ’
fe(s) = f(s), Vsel0,7(k)]. (9.50)

Nach der Zeit 7+ (k) ist fi konstant 1. Wegen 1(;(xw),00)(t) = Lir(ry<t} (W)
ist fr As-adaptiert, erfiillt also die Voraussetzungen von Schritt 2. Ist weiter
7k(t) :==min{s > 0: [ fZ(u) du = t}, so folgt hier entsprechend

Tk(t)
/ fR(u)du=t. (9.51)
0

Fiir t < k gilt offensichtlich 7(¢) < 7(k), sodass wegen (9.50) fi(s) = f(s)
fiir 0 < s < 7(t) gilt. Vergleicht man nun

T(t) T(t)
| feas= [ P =
0

0

mit (9.51), so folgt 74 (t) < 7(t), und damit fi(s) = f(s) fir 0 < s < 73, (¢).
Ersetzt man nun in (9.51) fi durch f so folgt 7(¢) > 7(t), insgesamt also
TK(t) = 7(t), fur t < k. Zusammenfassend folgt fur t < k

*) T (t) 7(t)
BY = [ hwas. = [ jwas., P- .
0 0

also ng) — By (P-fs.), fiir k — oo. Mit Lemma 9.13 ist B, eine P-f.s. stetige
BB. Es bleibt (9.47) zu zeigen, d.h. mit ¢ := 7({X);) die Gleichheit

t/ t
Bixy, = / f(s)dB, = / f(s)dB, = X, (0.52)
0 0
auferhalb einer geeigneten Nullmenge N. Zunéchst gilt per Definition
t'=7((X)) =min{s > 0: (X)s = (X)¢} <t.

Ist ¢ < t so muss auflerhalb der Nullmenge N aus Satz 9.20 (X). auf
[t',t] konstant sein, da (X). monoton wachsend ist. Mit Satz 9.20 folgt nun
j;t, f(u)dB, =0 auf N¢, woraus die mittlere Gleichheit in (9.52) folgt. O
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Wir konnen aus Satz 9.21 und den Vorbemerkungen dazu nun leicht einen
zweiten Darstellungssatz fiir Brownsche Martingale folgern:

Korollar 9.22. Es sei X, ein stetiges £2-Martingal beziiglich Ay = (FP)*,
sodass fiir seine quadratische Variation (X); — oo gilt, fir t — oco. Dann
wird mit den Ay-Stoppzeiten (9.46) durch B, = X:@) eine BB definiert.
Auflerhalb einer Nullmenge N gilt X; = B<X>t, fir alle t > 0.

Bemerkungen. 1. Man beachte, dass dieses Korollar ohne Bezug zu Ito-Integra-
len formuliert ist. Lediglich sein hier gegebener Beweis macht einen Umweg
iiber It6-Integrale. 2. Der Zusammenhang zwischen stetigen Martingalen und
Brownschen Bewegungen (via Zeittransformation) ist noch wesentlich enger
als dies durch Korollar 9.22 zum Ausdruck kommt: Anstelle der £2-Bedingung
geniigt es zu fordern, dass X ein lokales Martingal ist (vergleiche die Bemer-
kung 2 nach Satz 8.1). Dartiber hinaus muss .4; keine Brownsche Filtration
sein (was im hier gegeben Zugang unvermeidlich ist). Und schliellich kann
sogar die Bedingung (X); — oo fallen gelassen werden, wenn man fiir B; den
Begriff einer gestoppten Brownschen Bewegung verwendet. Fiir Details sei auf
[HT, Seite 235] verwiesen.
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Exponentielle Martingale

In diesem Kapitel setzen wir die Untersuchung exponentieller Martingale aus
Abschnitt 8.2 fort. Wir wissen bereits, dass ein exponentielles Supermartingal
mit Zeitbereich [0,T] genau dann ein Martingal ist, wenn sein Erwartungswert
zum Endzeitpunkt T gleich 1 ist. Die in Abschnitt 10.1 gegebene Novikov-
Bedingung sichert die Giiltigkeit dieser Gleichheit. Fiir den Beweis des Satzes
von Girsanov in Abschnitt 10.2 spielt sie zwar keine Rolle, sie zeigt aber wann
dieser Satz anwendbar ist. Der Satz von Girsanov ist von Bedeutung in der
stochastischen Analysis (z.B. bei stochastischen Differentialgleichungen, bei
der Statistik von Diffusionsprozessen, etc.), und auch bei deren Anwendungen
(z.B. in der nichtlinearen Filtertheorie, in der Finanzmathematik, etc.). Ver-
allgemeinerungen und viele Anwendungen des Girsanovschen Satzes findet
man beispielsweise in [LS].

10.1 Die Novikov-Bedingung

Im Folgenden werden wieder die Generalvoraussetzungen samt Zusatzvoraus-
setzungen aus den Kapiteln 4, 5 und 9.3 gemacht.

Zur Erinnerung: Satz 8.5 besagte, dass fiir jedes g € £2(]0,7T]) durch

My(g) i= eJo 992 4B-=3 [;o*@ds gy (10.1)

ein A;-Supermartingal definiert wird, und dass dieses genau dann ein Mar-
tingal ist, wenn E[My] =1 gilt. Diese Aussage beruhte im Wesentlichen auf
der It6-Formel, welche fiir (10.1) ganz allgemein die Identitét

dM,(g) = M(g)g(t)dB,

zur Folge hat. Im (&uferst raffinierten) Beweis des néchsten Satzes wird ge-
zeigt, dass unter der Novikov-Bedingung tatsiachlich E[Mr] = 1 gilt. Dieser
Satz hatte einige Vorldufer (vgl. die Diskussion in [LS]), und er gestattet
Verallgemeinerungen im Kontext allgemeiner Martingale.
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Satz 10.1 (Exponentielle Martingale). Erfiillt der Prozess g € £2(]0,T7])

T
E[e% Jo 6@ ds] < oo (Novikov-Bedingung), (10.2)

so ist das Supermartingal in (10.1) sogar ein Martingal.

Beweis. Der Beweis beruht auf dem Nachweis von E[Mr(g)] = 1. Dazu wird
dieser Erwartungswert zunéchst in zweifacher Weise ,regularisiert “: Fiir jedes
a > 0 bezeichne 7, diejenige Stoppzeit des stetigen Prozesses

X, = /Otg<s>st—/0tgz(s>ds7

welche gleich der Eintrittszeit in {—a} ist fiir 7;_,} < oo, bzw. fiir die 7, := T
ist im Fall 7y_,3 = oo (d.h. wenn X; # —a fiir alle t € [0, 7).
1. Schritt: Zeige zuerst, dass fiir jedes A < 0 folgende Gleichheit gilt:

E[M,,(\g)] = 1. (10.3)
Wegen M, (A\g) =1+ f s(Ag)Ag(s) dBs geniigt es nachzuweisen, dass
E[/ MZ(A\g)g*(s)ds] < oo. (10.4)
0

Zunachst folgt aus der Novikov-Bedingung die Abschétzung

Ta T .
E[/o gQ(S)dS] < E[/O gQ(S)ds] <2F|e? N (S)dS] .

Um (10.4) zu zeigen geniigt es also, dass der Faktor M2(\g) fiir alle (s,w)
mit 0 < s < 7,(w) gleichméBig beschriankt ist. Dies folgt aber aus

Mq(/\Q) o e)\f g(u) dB,, 7—\[& g (u) u (105)
:e,\[fo (w) dB.— [ g°(u) du] ()\,L;)fos;(u)du < P

denn wegen A — ’\72 < 0 ist der zweite Exponent < 0, und wegen 0 < s < 7,
gilt im ersten Exponenten [---] > —a, also A[-- -] < |Aa. Also ist (10.4) und
damit auch (10.3) gezeigt.

2. Schritt: Zeige nun, dass die Gleichheit (10.3) sogar fiir alle A < 1 gilt
(womit dann A seine Schuldigkeit getan hat, denn uns interessiert nur A = 1).
Dies erfordert eine raffinierte Uberlegung: Definiere zunéchst

M. (\g) := e M, (\g).
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Fiir A <0 gilt nach (10.3)

BiL,, (\g)] = e**.

Fir M) :==1—-+v1—z gilt 0 < Az) < 1, fir alle z € [0,1], und weiter
7%2 =-A+Z% denmn —1(1-v1-2)2=—(1—+1—2z)+ %. Nun folgt fiir
u(z) :== M., (A\(z)g) mit (10.5)

u(z) = e A@)a )\(m)f g(u) dB, —2&2 fT“ g% (u) d
=3 )y WA MA@ 9w dBu= [ o* () duta]
. p30(@) AT E)D(w) (10.6)

Entscheidend ist dabei C'(w) > 0 und D(w) > 0, denn hieraus folgt, dass die
Potenzreihendarstellung

x) = Zpk(w)xk fir |z| < 1 (10.7)

Koeffizienten pr > 0 hat. Um dies zu sehen geniigt es zu zeigen, dass der
zweite Faktor in (10.6) so eine Darstellung besitzt (denn der erste erfiillt dies
offensichtlich, und mit Cauchy-Produkt folgt dann die Behauptung). Man
sieht zunichst leicht, dass f(x) := D(w)(1—+/1 — x) Ableitungen f((0) >0
hat, fiir alle n € N. Fiir h(z) := e/(*) erhilt man damit

W (x) = h(z) f'(x)
W'(x) =h(x)f'(x) + h(z)f" (z)
= h(z)(f "(z)% + (@), ete.,

sodass h(™)(0) > 0 folgt, fiir alle n € N. In (10.7) folgt damit py,(w) > 0.
Da M;()\g) ein Supermartingal ist folgt mit optional sampling weiter, dass
u(x) endlichen Erwartungswert hat:

Elu(x)] = E[MV*M,, (A()g)]

< A B[Mo(A(x)g)]
=IVI=2)a « oo fiir |z < 1. (10.8)
Nun folgt fiir € [0,1) aus (10.7) mit monotoner Konvergenz zunéchst die
Gleichung Efu(z)] = E[Y_po,prz®] = Y 7—, Elpk]a®. Nach Fubini bleibt

diese Gleichung giiltig auch fiir —1 < z < 0, entsprechend negativen Werten
von A, d.h. es gilt die Darstellung

=> Elppla®,  fiir 2] < 1. (10.9)
k=0
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Fiir x < 0 gilt aber nach (10.3) anstelle der Abschitzung (10.8) sogar die
Gleichheit

Blu(x)] = e V1m0 =% " epah (10.10)
k=0

mit geeigneten Koeffizienten cj. Durch Vergleich von (10.9) mit (10.10) folgt
E[pk]zck7 Vk € Ng.

Eingesetzt in (10.9) erhélt man (10.10) auch fir = € [0,1), sodass (10.3) fir
alle X < 1 giiltig ist. Aus der Darstellung (10.6), mit C(w), D(w) > 0 folgt,
dass u(z) auf [0,1] monoton wéachst. Mit monotoner Konvergenz folgt aus

(10.10) damit E[M,,(g9)] = Elu(1)] = €%, d.h. (10.3) gilt auch fiir A = 1.
3. Schritt: a — oo beendet schliellich wie folgt den Beweis. Zunéchst gilt

1 = E[M:,(9)] = E[M:,(9)1{r,<1}] + E[M:,(9)1{7,=1}]
= E[M:,(9)l{r,<1y] + E[Mr(9)1(r,=11] -

Hieraus folgt fiir alle @ > 0:

E[Mr(g)] = E[Mr(9)1¢r, <1y] + E[M1(9)1{7,=1}]
= E[M7(9)l{r,<1y) + 1= E[M;,(9)1{7,<1y].  (10.11)

Wegen der Stetigkeit von X; gilt offensichtlich fiir alle w: 1¢;, <7y (w) — 0
fir a — oo. Mit E[Mr(g)] < 1 und majorisierter Kovergenz verschwindet
also der erste Erwartungswert in (10.11) fiir a — oo. Fiir {7, < T} gilt nun

Jot 9(s)dBs = [J* g*(s) ds — a, und damit

M, (g) = eJo " 99 B} [[* ) ds & [ () ds—a

Aufgrund der Novikov-Bedingung verschwindet hiermit fiir a — oo auch der
zweite Erwartungswert in (10.11):

i fT 2(s) ds
E[M:, (9){r,<1}] < e “Ele?Jo ¢ ]—0 fiir a — 0. a
Bemerkungen. 1. Offensichtlich impliziert die Novikov-Bedingung (10.2) die
Abschitzung E[fOT g%(s) ds] < oo, also g € L2([0,T]). Jedoch ist (10.2) we-
sentlich stirker als diese £2-Bedingung an g. 2. Die Novikov-Bedingung ist

,scharf“ in folgendem Sinn. Ist € > 0 so gibt es ein g. € £2 ([0, T)) fiir welches
zwar die schwéchere Bedingung

E[e(%_s) [ a2 ] < oo

gilt, fiir das aber M;(g.) kein Martingal ist. Siehe [LS, Kapitel 6.2].
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Korollar 10.2. Ist g € L2([0,T]) derart, dass fiir ein 6 > 0

sup {E[e‘5~"2(t)]} < o0, (10.12)

0<t<T
so gilt E{Mr(g)] =1, d.h. das Supermartingal (10.1) ist ein Martingal.

Beweis. Da % ein W-Maf} auf [0, 7] ist folgt mit Jensen, angewendet auf die
konvexe Funktion ¢(z) = e* mit der Zufallsvariablen X (t) = 1T¢?(t):

62 o g (t)dtieTfT Tg? (t>dt 7/ Tg (t)

Bildet man den Erwartungswert und benutzt Fubini, so folgt im Fall % <é

E[e% fOTg2(t) dt} < 7/ Tg (t)
(10.13)
<= sup {El[e o9 O]} dt < oo,
T 0 0<t<T

d.h. die Novikov-Bedingung ist erfillt. Fiir % > § faktorisiere Mr(g), d.h.

n—1

=[[ M7 (9 (o=0<ti<---<t,=T)

mit [tiy1 — t;] < 26, und mit MY (g) = exp{[, g )dB; — f t)dt}. Dann
folgt (ersetze in (10.13) fOT durch fti'“ bzw. & durch —— etc)
E[M{ (9] =1, EM;"(g)l 4] =1, Vi.

Hiermit erhalt man

E[Mr(g)] = EIM{ (9)] = E[E[IMy" " (9)M]_ (9)|Ar,,_,]]
[Mg"* (9) EIME_ (9)|A¢,_,]]

(Mo (9)]

I
& &

= E[M (g)] =1. o

Im Gegensatz zur Novikov-Bedingung (10.2) hat die Bedingung (10.12) den
Vorteil, i.A. leichter verifizierbar zu sein, ndmlich dann, wenn man die Vertei-
lung der einzelnen Zufallsvariablen g(t) kennt. Dies ist insbesondere fiir die
wichtige Klasse der Gauf-Prozesse der Fall, d.h. fiir Prozesse X, deren end-
lichdimensionale Verteilungen Py, . x, ) durch (eventuell entartete) GauB-
Mafe in R™ gegeben sind.
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Beispiel. Sei g € £2([0,T]) ein GauB-Prozess mit

sup Elg(t)] < oo, sup Var[g(t)] < co. (10.14)
0<t<T 0<t<T

(Insbesondere fiir £2-stetige GauB-Prozesse ist dies immer erfiillt.) Zeige, dass
Bedingung (10.12) fiir geeignetes ¢ > 0 erfiillbar ist:

Ist g eine N(p,o?)-verteilte Zufallsvariable, so gilt fiir § < 515:

B[ ! 2t U g (10.15)
e = e e 20 X o0 . .
V2ro? Jr

Fiir ein solches feste ¢ hangt (10.15) stetig von (i, o) ab. Wahlt man daher

1
= 2sup{Varlg(t)],0 < t < T)

so folgt mit (10.14) die Abschatzung (10.12).

Manchmal ist es niitzlich zu wissen unter welchen Bedingungen das Martingal
M;(g) starkere Integrabilitdtseigenschaften besitzt als nur die Minimaleigen-
schaft M;(g) € LY(P). Sehr starke Eigenschaften liegen immer dann vor,
wenn g ein beschréankter Prozess ist:

Lemma 10.3. Sei g € £2([0,T]) beschrinkt. Dann definiert My(g) in (10.1)
ein LP-Martingal, und weiter gilt M (g) € L2([0,T1]), fir alle p € [1,00).

T 2
Beweis. Da g beschrénkt ist gilt E[e%fo g°(s) ds] < o0, d.h. die Novikov-
Bedingung ist erfiillt, sodass (M;(g)):e[o,r) ein Martingal ist. Weiter gilt

E[|M,(g)]"] = E[epfo 9(s)dB,—5 ["g%(s) ds|

_ Bleh po(s) dB.~} [ (pa(s) ds JE52 [ g% (s) ds].

Mit |g¢(w)| < cist der zweite Faktor < exp{(p? —p)c?t/2}, wihrend der erste
Erwartungswert 1 hat. Es folgt

2_
P2t

E[M/(g)) <= ¢t telo0,T],

also M(g) € LP(P), und damit folgt weiter auch die zweite Behauptung

T T pZ_P 2
E[/ |Mt(9)|pdt]§/ e “ldt < . O
0 0

Den folgenden Abschnitt kann man als eine ,Anwendung“ exponentieller
Martingale betrachten: Diese eignen sich namlich zur Definition von Mafiwech-
seln welche es gestatten, eine BB ,mit Drift“ in eine herkémmliche BB zu
transformieren.
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10.2 Der Satz von Girsanov

Im Satz von Girsanov wird behauptet, dass ein gewisser Prozess (X)ic(o,1]
auf (Q,F,P) eine BB beziiglich eines W-Mafles mit P-Dichte M ist (zu
MafBlen mit Dichten vgl. Abschnitt 1.1). Sein Beweis erfolgt mit Hilfe der
Lévyschen Martingalcharakterisierung der BB (wieder einmal), sodass es hilf-
reich ist zunéchst allgemeine Martingale fiir W-Mafle der Form M P zu be-
trachten. Hierfiir gilt die im folgenden Lemma 10.4 angegebene allgemeine
Charakterisierung. Vorbereitend dazu die folgende elementare

Aufgabe 10.a. Sei (2, F, P) ein W-Raum und M > 0 eine Z.V. auf Q mit
E[M] = 1. Dann gilt fiir das W-Mafl M P:

(a) X € LY(MP) < XM € L'(P).
(b) P und M P besitzen dieselben Nullmengen.

Aus Teil(b) dieser Aufgabe folgt, dass ,, P-f.s.“ und ,M P-f.s.“ gleichbedeutend
sind. Abkiirzend schreiben wir

En[X] = / Xd(MP).

Lemma 10.4. Fiir M € LY(Q,F, P) gelte M > 0 und E[M] = 1. Sei weiter
X € LY(MP) und H eine Unter-o-Algebra von F. Dann gilt

E[XM/H]

EIVI[X|H] = E[M|H]

(10.16)

Ist X, € LY(P) adaptiert an eine Filtration F, C F, und My := E[M|F],
so gilt: X, st genau dann ein F,-Martingal beziiglich M P, wenn X, M; ein
Fi-Martingal beziiglich P ist.

Beweis. Fir jedes H € 'H gelten nach Definition der bedingten Erwartung
beziiglich M P folgende Umformungen:

/XMdP:/ En[X|H] MdP
H H

ElyEn[X[H]|M]
E[E[1gEy[X|H]IM|H]]
E[1gEy[X|H] - E[M|H]]

Ev[X|H] - E[M|H]dP.

Il
m\

Also folgt (bereits unter der schwiicheren Annahme M > 0)

E[XM|H] = Em[X|H] - E[M[H].
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Nach Lemma 7.3(b) gilt P-f.s. E[M|H] > 0, woraus die P-fast sichere Gleich-
heit (10.16) folgt.

Die Giiltigkeit der behaupteten Aquivalenz erkennt man nun wie folgt:
Fiir 0 < s <t gilt nach (10.16)

Ey[Xi|Fs] = Xs <~ EMIF] X
E[BXMF)F] _
M -
— E[X M|Fs] = Xs M. m|

Der Satz von Girsanov ist relativ leicht zu beweisen unter der Annahme, dass
g ein beschrankter Treppenprozess ist. Setzt man stattdessen nur voraus, dass
M;(g) ein Martingal ist, so erfordert der Beweis deutlich mehr Aufwand; er
basiert jedoch auf der nun folgenden Version mit starken Voraussetzungen:

Satz 10.5 (Girsanov; starke Voraussetzungen). Sei B eine BB auf (Q, F, P),
g € T.°([0,T]), und (My)epo,r durch (10.1) gegeben. Dann definiert

t
B, = Btf/ g(s)ds, te€[0,T], (10.17)
0

auf dem W-Raum (Q, F, MrP) eine BB mit Filtration (A¢)icio,1)-

Beweis. Zeige im Folgenden, dass B; und Bf — t Martingale beziiglich MpP
sind. Da B, pfadstetig ist folgt die Behauptung dann mit Lévy’s Charakteri-
sierung. Nach Lemma 8.3 ist (M;) ein Martingal, es gilt also E[Mr] =1 und
E[Mr|Ai] = M;. Nach Lemma 10.4 geniigt es nun nachzuweisen, dass BtMt
und (B? — t)M; Martingale auf (Q, F, P) sind.

1. Fall (Fiir ByM,.): Mit dM; = g;M,dB; und der It6-Formel folgt

d(By M) = dB;M, + BydM, + dBdM,
= M,(dB; — g:dt) + Big:M;dB; + g, Mydt
= (M; + Byg;M,)dB; . (10.18)

Nach Lemma 8.3 gilt (M;):epo,r) € L5([0,T]), und entsprechendes gilt offen-
sichtlich auch fiir die beiden Prozesse (g:):e[o,7] und (Bt)te[O,T]- Der Koeffizi-
ent vor dB; in (10.18) ist damit in £2([0,T]), sodass B, M, ein £2-Martingal
auf (Q,F, P) ist.

2. Fall (Fiir (B? — t)M,.): Mit der It6-Formel folgt einerseits

d(B? —t) = 2B;dB; + (dB;)* — dt
= 2B, (dB; — gdt) + dt — dt
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und damit andererseits
d((B} —t)M;) = d(B} — )M, + (B} — t)dM, + d(B} — t)dM,
= 2B,(dB; — g,dt)M, + (B? — t)g:M,dBy + 29, M, B, dt
= My(g:(B —t) +2B,)dB; .

Wieder ist der Koeffizient vor dB; in £2([0,T]), sodass auch (B? — t)eelo,1]
ein £2-Martingal auf (Q, F, P) ist. m|

Im Folgenden wird Satz 10.5 per Grenziibergang verallgemeinert. Folgender
Satz und sein Korollar dienen hierzu als Vorbereitung. Sie stellen aber auch
fiir sich genommen interessante Konvergenzresultate dar.

Satz 10.6. Eine Folge von Funktionen f, > 0 aus L'(P) konvergiere stocha-
stisch gegen f € LY(P). Weiter gelte

lim fndP:/fdP. (10.19)

n—oo
Dann konvergiert f,, sogar in L*(P) gegen f.

Beweis. Aufgrund der allgemein giiltigen (offensichtlichen) Darstellung

|f*fn|:f\/fn7f/\fn

geniigt es [ fV f,dP — [ fdP und [ f A f,dP — [ fdP nachzuweisen.
Aus f,, > 0 folgt f >0 P-fs., sodass 0.B.d.A. f(w) > 0 gelte, fiir alle w.

1. Fall (f N\ fn.): Wegen 0 < fAf, < fist nach Satz 7.29(b) die Folge (f A fy)
gleichgradig integrierbar ist. Weiter gilt

ng_fAfnS|f_fn|a

sodass mit f, auch f A f, stochastisch gegen f konvergiert. Mit Vitali folgt
die £'-Konvergenz f A f, — f, und damit auch

lim f/\fndP:/fdP. (10.20)

n—oo

2. Fall (f V fn.): Zunichst gilt die offensichtliche Gleichheit

f"’fn:f\/fn"‘f/\frw

Hiermit, und mit (10.19) und (10.20), folgt:

Tlim. fvfndP:nlln;o(/(f+fn)dP—/fAfndP) :/fdP. O
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Korollar 10.7 (Erginzung zum Satz von Vitali). Fir f, f, € L*(P) sind
folgende Aussagen dquivalent:

fn— fin LY(P) < f, — [ stochastisch, und [|f,|dP — [|f|dP.

Beweis. Offensichtlich gentigt es ,, <= zu zeigen. Zunéchst gilt
fn — f stochastisch = |f,| — |f| stochastisch .

Zusammen mit [ |f,|dP — [|f|dP folgt aus Satz 10.6 die £'-Konvergenz
|fn] — |f]- Nach Vitali ist somit (|fn|)nen gleichgradig integrierbar, und
damit auch (f,,)nen- Aus der stochastischen Konvergenz f,, — f folgt, wieder
mit Vitali, dass f, — f in L1(P). |

SchlieBlich wird noch folgendes elementare Konvergenzlemma bendtigt:

Lemma 10.8. Seien f,, und h,, integrierbare Funktionen mit |f,| < ¢ (kon-
stant), mit f, — f P-f.s., und mit h, — h in L (P). Dann gilt

fnhn — fhin LY(P).
Beweis. Die Aufspaltung frh, — fh = fn(hy — h) + (fr. — f)h liefert
E[| fahyn — fR]] < cE[|hn — ] + E[|fn — f| - |B]]. (10.21)

Es gilt |f, — f| - |h| — 0 P-fis., und |f, — f| - |h| < 2c|h|. Mit majorisierter
Konvergenz folgt E[|f, — f| - |h]] — 0, sodass die rechte Seite von (10.21)
gegen Null konvergiert. O

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun den Satz von Girsanov unter
schwachen Voraussetzungen beweisen:

Satz 10.9 (Girsanov; schwache Voraussetzungen). Sei g € £2([0,7T)) derart,
dass (M(g))iejo,r) in (10.1) ein Martingal ist. Dann definiert (10.17) auf
dem W-Raum (Q, F, MpP) eine BB mit Filtration (A¢)icio,)-

Beweis. Nach Satz 4.14 gibt es g, € 7.°°([0,7]) mit

T
/ |gn(w,s) — g(w, s)|?ds — 0, Ywe N°,
0

wobei NV eine geeignete Nullmenge ist. Damit folgt fiir alle w € N¢:
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Nach Satz 10.5 ist (B} )e[0,] eine BB auf (Q, F, Mr(g,)P). Fiir alle reellen
A1, .-, Ay und beliebige 0 <t < -+ <t < T gilt daher

Bl Zim MBEBE D (g,)] = e Zim M) (10.22)
Aus g, — g in £2([0,T]) folgt mit Satz 4.19 weiter, dass

Pt ([Caran~ [ i) = [z -3 [ d .

Aus der Stetigkeit der Exponentialfunktion folgt hiermit
P — lim Mrp(gn) = Mr(g). (10.23)

Nach Voraussetzung gilt aulerdem

/MT(gn) dP=1—1= /MT(g) dP. (10.24)

Wegen Mr(g,) > 0 folgt mit Satz 10.6 aus (10.23) und (10.24):
My (gn) — Mr(g) in L'(P).
Fiir f, := exp{i Y5_, A (B — Bi' )} gilt |f.| = 1 sowie

. k = ot
fm—f= elZJ:l Ai (B =Bi; 1) P — fast sicher.

Damit sind die Voraussetzungen von Lemma 10.8 erfiillt mit h,, := Mz (g,).
Ein Grenziibergang in (10.22) ist somit gerechtfertigt, sodass folgt:

Ble Zm M BBy (g)] — e Mo,
Nach Lemma 9.1 ist (B;) eine BB. |

Bemerkungen. 1. Der Satz von Girsanov impliziert, dass sich das Brownsche
Pfadmal Pp (auf (R!,B'), vgl. Bemerkung nach Lemma 9.1) nur ,wenig
andert“, wenn man zu B eine stochastische Drift der Form v; = fg g(s)ds
addiert: Jedes der beiden Mafle Pg und Pg_, ist ein Mafl mit Dichte beziiglich
des anderen Mafles. Aussagen von diesem Typ gelten beispielsweise auch fiir
Prozesse, die Losungen stochastischer Differentialgleichung sind (siehe etwa
[@,LS]). Dies spielt etwa bei der Statistik von Diffusionsprozessen eine wich-
tige Rolle, vgl. [LS, PR]. 2. Man beachte, dass die Voraussetzung ,M;(g) ist
Martingal “ unter der Novikov-Bedingung aus Abschnitt 10.1 stets erfiillt ist,
dass aber von dieser Bedingung im Beweis des Satzes von Girsanov kein
Gebrauch gemacht wurde. Es gibt tatsdchlich Anwendungen des Satzes von
Girsanov bei denen nicht klar ist, ob die Novikov-Bedingung erfiillt ist, wo
aber mit anderen Methoden die Martingaleigenschaft von M; nachweisbar
ist. Siehe beispielsweise [Ben, Seite 77]. 3. Eine gute Referenz fiir Verallge-
meinerungen und Anwendungen des Satzes von Girsanov, sowie fiir Ab-
schwéchungen der Novikov-Bedingung ist [LS, Kapitel 5 und 6].
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Anwendung:
Stetige Optionspreistheorie

In diesem Kapitel wird eine Einfithrung in die Theorie der Optionspreise
gegeben. Dieses Teilgebiet der Finanzmathematik eignet sich ganz ausge-
zeichnet als Anwendung von Ito-Integralen und Martingalen, da von beiden
Aspekten substanziell Gebrauch gemacht wird. Wir diskutieren die zugrunde
liegende Modellierung ausfiihrlich, beschrénken uns inhaltlich aber auf einige
zentrale Aussagen dieser Theorie. Unsere bisher gemachte Beschrénkung auf
1-dimensionale BBen spiegelt sich darin wider, dass wir nur einen Aktienkurs
(anstelle von n Kursen) betrachten. Dies ist fiir die meisten Uberlegungen
aber vollig ausreichend; die vereinfachte Darstellung erleichtert sogar den
Blick auf das Wesentliche. Im letzten Abschnitt spezialisieren wir die allge-
meinen Resultate der ersten Abschnitte auf das mittlerweile als ,klassisch*
zu bezeichnende Black-Scholes-Modell. Dieses Modell gestattet explizite Be-
rechnungen, welche in allgemeineren Modellen nicht durchfithrbar sind.

11.1 Selbstfinanzierende Handelsstrategien

Wir betrachten einen Investor der in einem Zeitraum [0, T sein Geldvermégen
aufteilt in einen sogenannten Bond-Anteil (risikoloses Wertpapier vom Typ
sopareinlage“), und in einen Aktien-Anteil (risikobehaftetes Wertpapier), wo-
bei der Einfachheit halber nur eine Sorte von Aktien mit beliebigen Stiickelun-
gen der Anteile moglich seien. Zur Zeit t betragt sein Vermogen V; also

Vi= @B+ ¢S,  telo,T], (11.1)

wobei (; bzw. S; die Preise fiir einen Bond- bzw. fiir einen Aktien-Anteil
sind, und cptﬁ bzw. 7 die jeweiligen Anteile zur Zeit ¢ bezeichnen. Die Funk-
tion t — (@’f , ) [genannt Handelsstrategie] beschreibt also, wie sich der
Wertpapierkorb [genannt Portfolio] des Investors im Lauf der Zeit entwickelt.
Betrachten wir die Wertentwicklung beginnend bei einem ¢y € [0,T) etwas
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genauer: Zu einer Zeit t1 > tg trete die erste Umschichtung des Portfolios auf,
wobei gleichzeitig das Vermogen durch Konsum ¢; > 0 erstmals verkleinert
werde. Da in ¢; die Vermogensfunktion (11.1) unstetig springt (falls ¢;, > 0)
vereinbaren wir, dass V;, das Vermdégen nach der Umschichtung bezeichnet.
Alternativ zu (11.1) lasst sich Vi, somit darstellen als

‘/;51 = @tﬁoﬁtl + gots(;stl — Cty - (112)
Der Zuwachs V;, — V4, lautet also (benutze (11.1) mit ¢ = ¢o):
‘/;fl - ‘/to = @fo(ﬁtl - ﬁto) + @tso (Stl - Sto) - ct1 . (113)

Offenbar stellen die beiden ersten Summanden rechts den Gewinn/Verlust
durch Kursschwankungen in [to,¢;] dar. Ist allgemein to < t; < ... <t, <T
die Folge der Zeitpunkte an denen umgeschichtet wird, so folgt sukzessiv

n—1 n—1 n—1
‘/tn = Vto + Z @g (ﬂtj+1 - ﬁtj) + Z <pfj (Stj+1 - Stj) - Z Ctjqq - (114)
j=0 7=0 =0

Genau diese Vermogenswerte sind nach (11.1) wieder auf Bonds und Aktien
zu verteilen, d.h. (‘pfw@i) kann nur so gewéhlt werden, dass Vi, auch der
Gleichung

Vi, = 1 Be, + ©5 St (11.5)
geniigt. Die soeben beschriebene Vorgehensweise des Investors nennt man aus
offensichtlichen Griinden selbstfinanzierend.

Bemerkung. Wir nehmen im Folgenden an, dass die Preise §; und S; ein-
zig durch den Markt bestimmt werden (,kleiner Investor“). Der Konsum c;

in (11.4) wird vom Investor bestimmt, ebenso die Anteile (@fn,wi), welche
durch die Bedingung (11.5) noch nicht eindeutig festgelegt sind. Damit er-
geben sich fiir die Vermogenssteuerung durch den Investor immer noch eine
Vielzahl sogenannter selbstfinanzierender Handelsstrategien (@’f ,@F )eelo,T]-

Die Gleichheit von (11.4) und (11.5) impliziert insbesondere, dass keine Trans-
aktionskosten anfallen, denn sonst miissten diese in (11.4) zusétzlich abgezo-
gen werden. Zu dieser Voraussetzung passt auch die zusétzliche Annahme,
dass der Investor im Zeitintervall [0,T] sein Portfolio (im Prinzip) beliebig oft
umschichten kann. In diesem Fall macht es dann Sinn in (11.4) mit Integralen
anstatt Summen zu rechnen, d.h. man erhalt (zunéchst informell, mit ¢y = 0)

t t t
Vt:VO+/ ¢5d5u+/ godeu—/ ey du, (11.6)
0 0 0

wobei V; > 0 das Startkapital bei ¢t = 0 bezeichnet. Genauer: Definiert man
mit obigen Werten wfj , cpgs; die Funktionen

n—1 n—1
or =Y Gl @y 9 =D 0 L () (11.7a)
=0 =0
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sowie mit &, := ¢y, /(tj41 —t;) die Funktion

n—1
Gt = Z Etjl[tj’tjﬂ)(t) ) (11.7b)
j=0

so ergibt die Berechnung herkémmlicher Stieltjes-Integrale in (11.6) zu den
Zeiten t,, genau die Gleichung (11.4). [Man beachte, dass die Funktion ¢ — ¢,
in (11.6) die Bedeutung einer Konsumrate (Konsum/Zeiteinheit) hat.] Lasst
man in (11.6) sogar mehr als nur Treppenfunktionen (11.7) zu, so erhélt man
als weiteren Idealisierungsschritt kontinuierliche Handelsstrategien. Nattrlich
sind dann in (11.6) die Integrale in geeignetem Sinn so zu definieren, dass
sie sich fiir Treppenfunktionen auf (11.4) reduzieren lassen (was uns spéiter
in natiirlicher Weise auf Ito-Integrale fithrt). Die Eigenschaft der Selbstfinan-
zierung ist dann offenbar so zu formalisieren, dass der durch (11.1) definierte
Prozess V die Gleichung (11.6) erfiillt mit ¢; > 0 fiir alle ¢ € [0, T]. Intuitiv
besagt diese Gleichung:

»2Aktuelles Vermogen“ = ,Startvermégen® + ,,Gewinn/Verlust“ - ,Konsum “

Bemerkungen. 1. Da ¢ und o2 Anteile beschreiben, so sollten diese > 0 sein.
Wir wollen aber auch ¢ < 0 oder ¢ < 0 zulassen, was oftmals realistisch ist.
So bedeuten negative Bond-Anteile, dass der Investor Geld auch leihen kann
(nmlich um es in Aktien anzulegen). Wir wollen jedoch nicht, dass in (11.7)
B, vom Vorzeichen von ¢ abhingt. Dies bedeutet, dass der Investor Geld
zu denselben Konditionen leihen wie anlegen kann. Negative Aktien-Anteile
©¥ < 0 bedeuten, dass der Investor einem Dritten Aktien schuldet. Diese Ak-
tien besitzt er aber zur Zeit ¢ nicht, denn nach Voraussetzung soll (11.1) sein
gesamtes Wertpapiervermogen darstellen. Indem sich ein Investor Aktien leiht
und diese am Markt verkauft (sogenannte Aktienleerverkdufe) kann er (durch
den Kauf von Bond-Anteilen) sein Portfolio ebenfalls selbstfinanzierend um-
schichten. 2. Wir wollen stets annehmen, dass fiir die Konsumrate ¢; > 0
gilt. 3. Unsere bisher gemachten Annahmen regeln einerseits die Marktbe-
dingungen (unbegrenzte Teilbarkeit, keine Transaktionskosten, etc.), und an-
dererseits die mdaglichen Handlungsweisen des Investors (Selbstfinanzierung,
Konsum, etc.). Diese Annahmen sind im Grundsatz vollig unabhéngig von
der Frage, wie man die Marktdynamik (0, St)tefo,r] mathematisch beschrei-
ben soll. Erst durch eine derartige Festlegung lassen sich Zielvorgaben fiir V;
als mathematisches Problem formulieren. Dessen Losungen (falls es welche
gibt) werden dann in Form von Handelsstrategien (o), o )telo, 1) beschrieben,
durch welche die Zielvorgaben erreicht werden.

Die letzte Bemerkung deutet bereits an, dass einer méglichst realistischen Mo-
dellierung des Kursverlaufs von Bonds und Aktien eine zentrale Bedeutung
(in Bezug auf Realisierung von Zielvorgaben) zukommt. Diesem Modellie-
rungsproblem wenden wir uns im néchsten Abschnitt zu.
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11.2 Wertpapierkurse und Vermogensprozesse

Wir diskutieren zunéchst die Modellierung von Bondpreisen (8;);c(o,7] und
Aktienkursen (St)te[o,T]- Die Basisbeobachtung ist, dass diese Werte vom Zu-
fall beeinflusst werden, und damit potentiell mit Hilfe stochastischer Prozesse
modellierbar sein sollten. Betrachten wir zunéchst einen konkreten Bond in
Form von , Tagesgeld“. Im Gegensatz zum Sparbuch ist hier der Zins auf das
Kapital nicht notwendig fiir eine ldngere Zeit fest, sondern er kann sich im
Prinzip von Tag zu Tag d&ndern. Die Zinsrate r ist dann als méafig variierender
stochastischer Prozess zu betrachten, und der Wertzuwachs wird (idealisiert)
beschrieben durch die Differentialgleichung

dBy = rifedt, (11.8)

mit Anfangswert Gy > 0. Der Einfachheit halber setzen wir im Folgenden
Bo = 1. Die Losung dieses Anfangswertproblems lautet dann

t

By = eJo e ds , t€10,7], (Bondpreis). (11.9)

Wir setzen dabei (realistisch) voraus, dass der Zinsprozess (Tt)te[o,T] messbar
und gleichméfig beschrinkt ist, also |ry(w)| < M < oo gilt, fiir alle (¢,w).
Ein realistisches Modell fiir Aktienkurse aufzustellen ist wesentlich schwie-
riger, und noch immer Gegenstand aktueller Forschung. Der im Folgenden
verwendete Ansatz fiir die Anderung des Aktienkurses S; modelliert sowohl
einen mittleren Wachstumstrend, alsauch zufillige Kursschwankungen pro-
portional zum Preis [erster bzw. zweiter Term in (11.10)]. Er lautet

dSt == utSt dt+JtSt dBt, (1110)

wobei (By);>o eine BB sei und die beiden Prozesse (¢)¢ejo,7] und (0¢)seo, 1)
gleichmdfig beschrinkt, sowie an die Brownsche Filtration

Fe= (FP)* (11.11)

adaptiert sein sollen. Dieses Modell hat den grofien Vorteil, dass es analytisch
leicht und eindeutig lésbar ist (siche Satz 6.2):

t t
S = Soefo (s =0/ dst | 0. dB (Aktienpreis) . (11.12)

Dabei sei Sp € R, mit Sy > 0 vorausgesetzt. [Wegen By = 0 ist jede Fo-
messbare Z.V. zwangsldufig P-f.s. konstant!] Im Folgenden setzen wir {iber
(7¢)tejo, 1) zusdtzlich die Fi-Adaptiertheit voraus. Wir bezeichnen ein Paar
(Bt, St)iefo,r) gegeben durch (11.9), (11.12), und basierend auf den bisher
genannten Voraussetzungen iiber 7y, u;, o3, als ein Marktmodell; es modelliert
den Wertpapiermarkt in dem unser Investor handelt.
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Folgerungen.

1. Aus Sy > 0 folgt mit (11.12) sofort die Eigenschaft S; > 0, fiir alle t. Da
S ein stetiger Prozess ist gilt sogar inf{S;,t € [0,T]} > 0.

2. Schreibt man (11.12) in der Form
t t t 2
S, = Spedo #edse Sy 7o [y ks (11.13)

so stellt der letzte Faktor ein Martingal mit Erwartungswert 1 dar. Man
kann also den Kurs (,Gewinn*) als Abanderung eines fairen Spiels inter-
pretieren, dessen Erwartungswert (fiir deterministische (1t):epo,77) gemas
einer stetigen Verzinsung anwéchst, d.h. geméf

E[S,] = E[Solelo 1+

(4t )teo, 1) spielt also die Rolle einer Zinsrate fiir die mittlere Wertentwick-
lung und wird als Trend bezeichnet. Zumindest in Zeiten ohne groflere
Marktturbulenzen kann diese Eigenschaft durchaus plausibel erscheinen.

3. In (11.13) ist der Faktor Sy exp{f(;E usds} wegen || < ¢ < oo beschrénkt
fir alle (t,w) € [0, T]x £, und der zweite Faktor erfiillt die Voraussetzungen
von Lemma 10.3. Hiermit folgt fiir S die Regularitatseigenschaft

(St)iepo,r) € L5([0,T7), Vp € [1,00). (11.14)

Bemerkungen. 1. Der Prozess (0¢)ic(o,r] wird als (stochastische) Volatilitdt
bezeichnet. Aus (11.10) ist ersichtlich, dass die GroBe der Kursschwankungen
proportional zu o, ist; je grofler o; desto ,unsicherer® ist die Aktie. 2. Im
Spezialfall deterministischer Funktionen (11t).e[0,7) und (0¢)¢ejo,) ist log(St)
nach (11.12) normalverteilt. Man sagt dann S; sei lognormal verteilt. 3. Die
fiir Aktienkurse notwendige Eigenschaft S; > 0 hatte das historisch erste sto-
chastische Modell fiir Aktienkurse (von Bachelier, 1900) nicht. In ihm wurde
erstmals (in heutiger Sprechweise) die mathematische Brownsche Bewegung
(B:) eingefiihrt, und zwar um damit Aktienkurse S; geméfi S; = Sy + 0B
zu modellieren. Offenbar lasst dieses Modell auch negative Aktienkurse zu.
Die geometrische BB (konstante p,0) wurde 1965 von Samuelson in die Fi-
nanzmathematik eingefiihrt. In der Literatur werden viele weitere Modelle zu
Aktienkursen behandelt, siehe etwa die Diskussion in [Musiela, S. 154-157].

Mit einem Marktmodell (3, S) fiir Wertpapierkurse sind wir nun in der Lage
den Begriff des Vermdégensprozesses basierend auf einer Handelsstrategie ma-
thematisch zu prézisieren. Fiir die Preisdifferentiale df; und dS; in (11.8)
und (11.10) ergibt sich aus (11.6) folgende Darstellung:

t t t
Vt:v0+/ gagruﬂudqu/ gofSu(uudquaudBu)—/ cudu. (11.15)
0 0 0

Hierbei sind wegen (11.4) die stochastischen Integrale in natiirlicher Weise
als It6-Integrale aufzufassen. Hierzu folgende Definition:
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Definition 11.1. Sei (3, .5) ein Marktmodell. Eine Handelsstrategie o ist ein
Prozess (¢, @7 )eo,r) € L5([0,T]) x L2([0,T]). Der damit definierte Prozess

Ve =Vi=lB +¢PS,  telo,T], (11.16)

heilt der zu ¢ gehdrende Vermaogensprozess. Ein Fi-adaptierter, gleichméafig
beschrénkter Prozess ¢ = (c¢t)icjo,r) mit ¢; > 0 heifit Konsumprozess. Das
daraus gebildetes Paar (¢, ¢) heifit selbstfinanzierend, wenn V; in (11.16) die
Gleichung (11.15) P-fast sicher erfiillt. Schliefllich heifit ¢ selbstfinanzierend
(zum Konsumprozess ¢), wenn (¢, ¢) ein selbstfinanzierendes Paar ist.

Man beachte, dass wegen der Stetigkeit von (3, .5) und aufgrund der Annah-
men in Definition 11.1 die Integrale in (11.15) wohldefiniert sind. Erfillt V'
auch (11.16), so ist sogar o € £2([0,T]), was aus ¢ = B (Vs — ¢FS;)
folgt. Bei selbstfinanzierenden ¢ sind also beide Komponenten in £2.

Wenn ein Vermdégensprozess V' neben (11.16) auch (11.15) erfiillt, dann
lasst sich eine dieser Gleichungen eliminieren. Man erhélt so eine Darstellung
von V, welche nur noch eine Komponente der Handelsstrategie ¢ enthilt:

Lemma 11.2 (Vermogensgleichung). Sei (¢, ¢) ein selbstfinanzierendes Paar
und (Vi)iepo, ) der zugehdrige Vermdgensprozess. Mit 7y = S, gilt dann

dVy = [riVi + Wf(ut —ry) — ¢ dt + atﬂf dB; . (11.17)

Lést umgekehrt V. (11.17) mit 75 € £2([0,T)), so definiert p; = m /S; und
o = BV, — 7)) ein selbstfinanzierendes Paar (p,c), mit V = V®.

Beweis. Aus (11.16) folgt 78, = Vi — ©5S,. Eingesetzt in (11.15) folgt
(11.17). Umgekehrt sei V' Lésung von (11.17) mit % € £2([0,7]). Dann
folgt v € L2([0,T7]) x £L2([0,T]), denn V, S, 3 sind stetige Prozesse mit S; > 0
und §; > 0. Nach Definition von ¢ ist auBerdem (11.16) erfiillt, d.h. es gilt
V = V¢. Lost man in der Definition ¢! := 87 1(V; — 75) nach 7f auf und
setzt dies in (11.17) geeignet ein, so folgt (11.15). |

Man beachte, dass fiir jedes 7° € £2 ([0, 7)) die Koeffizienten der Vermogens-
gleichung (11.17) so sind, dass Satz 6.3 anwendbar ist. Folglich gilt

t t
W:ﬁt(VO+/ ﬂ;l[wf(us—rs)—cs]ds—f—/ B lrlosdBs) . (11.18)
0 0

Hierdurch werden also alle Vermégensprozesse zu selbstfinanzierenden Han-
delsstrategien explizit dargestellt. Man beachte, dass die bislang betrachteten
Handelsstrategien aufgrund rein mathematischer Erwigungen (d.h. Existenz
von Integralen) festgelegt wurden. Es wére reiner Zufall, wenn alle diese Stra-
tegien auch praktisch (zumindest approximativ) realisierbar wéren. Das fol-
gende pathologische Beispiel zeigt, dass wir fiir realistischere Modellierungen
den Strategie-Begriff tatsachlich noch weiter einschranken miissen.
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Beispiel 11.3. Es sei (0, St)ie[o, 1) ein Marktmodell mit Zinsrate r» = 0 (also
mit 3; = 1), mit p; = 0 und mit konstanter Volatilitit o > 0. AuBerdem sei
die Konsumrate ¢ = 0 gewahlt. Fiir jedes T' < T ist dann der Prozess

1 -
S
Yt SS T 1) .11,

in £2([0,T]). Wegen dB; = 0 lautet die Bedingung (11.15)

t
1
- — ~ 5S.dB,
Vi VO‘L/O oS(T—s)°

t
1
:v+/4444&,
T (T—5)

woraus mittels (11.16) wieder ¢° € £2([0,7]) definiert wird. Das so ge-
wonnene ¢ ist also eine selbstfinanzierende Handelsstrategie auf [O,T}. Da
(Vi) iepo, 7 fiir jedes T < T definiert ist fassen wir V als Prozess auf [0,7)
auf. Nun ist (V; — Vo)icjo,r) ein stetiger, zentrierter Prozess mit nirgends
verschwindenden Zuwéchsen (Ité-Isometrie). Nach Beispiel 8.12 hat V; — V
auch unabhéngige Zuwéchse, sodass nach Satz 9.7 durch

1

W(t) = E[(V; — Vo)?] :/0 Gl el

eine Bijektion ¥ : [0,T) — [0, 00) definiert wird mit der V; — Vj = sz(t) gilt,
wobei (Bj)s>0 eine BB ist. Fiir die Stoppzeit 7 := min{t € [0,T)|V; = M}
(mit M € R beliebig) gilt nach Korollar 9.19 aber P(r < T) = 1. Dies
bedeutet, dass der Prozess V im Intervall [0,7") mit Sicherheit einen beliebig
vorgegebenen Vermogenswert M erreicht! Natiirlich macht dies 6konomisch
keinen Sinn, und dies lésst sich auch an der Handelsstrategie ¢ direkt ablesen:
Fiir t / T gilt 7y — oo. Der Investor muss also (solange M mnoch nicht
erreicht ist) immer mehr Kapital in Form von (riskanten) Aktien anlegen,
wobei er sich dieses Kapital von einer Bank leiht (negative Bond-Position).
Keine Bank ist bereit eine solche Strategie lange zu finanzieren.

Im néchsten Abschnitt werden wir die Klasse der zuléassigen Handelsstrate-
gien so einschranken, dass pathologische Beispiele obiger Art entfallen. Zuvor
leiten wir aber noch eine aquivalente Form der Vermogensgleichung her, von
der wir essenziell Gebrauch machen werden. Dazu fithren wir den Prozess

t t t
Ht = fo Tsdsei fo esstié fo Gfds (1119)

ein, mit 0, := (us — 75)/0s. Der Einfachheit halber setzten wir von nun an
zusatzlich o, > ¢ > 0 voraus mit ¢ € R4. Aufgrund der Voraussetzungen
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iber g, und o gibt es dann reelle Konstanten a1,as mit a; < 6 < ao,
sodass (siche Lemma 10.3) fiir obigen Prozess H € LP([0,T]) gilt, fiir alle
p € [1,00). AuBlerdem folgt mit der Ité-Formel leicht

dH; = —Hy(ry dt + 6y dBy) . (11.20)

Satz 11.4. Ein stetiger, Fi-adaptierter Prozess (Vi)ieo, 1) erfillt genau dann
die Vermégensgleichung (11.17), wenn mit (11.19) gilt:

d(H,V;) = Hi(n{ 0y — Vi8;) dB; — Hycy dt . (11.21)
Beweis. ,=* Gelte (11.17). Mit der Produktregel und (11.20) folgt dann

d(HtVt) =dHV; + H,dV; + dHdV;
= —Hy(rydt + 0, dB;)V;
+ Hy[(riVi 4 72 (s — 70) — ¢) dt + oy dBy]
— WthHtat dt.

Ersetzt man im letzten Term 6;0; durch p; — r¢, so folgt

d(H V) = —H,Vy(ry dt + 0, dBy)
+ Hi[(r: Ve — cp) dt + Wfat dB],

woraus schliellich (11.21) folgt.
»<=" Gelte (11.21). Wegen H; > 0 folgt dann mit der It6-Formel

1
H,

1 12
) = fH—EdHt + ——(dH,)?

d
( >

1
t

Setze V, := H,V;, also V, = \N/t/Ht Dann folgt mit (11.21):

1 -~ 1 - 1 - 1 .-
dv, = d(EVt) = d(E)Vt + Edvt + d(EWt

1
t

1
+ F[Ht(wfat — Vi) dB; — Hyc, dt]
t

+ Qt(wfat - Vth) dt
= Virydt + 700, dBy — ¢ dt + 70,0, dt .

Beachtet man wieder o46; = p; — 4, so folgt (11.17). O
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11.3 Markt-Vollstandigkeit und Arbitrage-Freiheit

Bislang haben wir die Zeitentwicklung des Vermdgens unseres Investors nur
modelliert. Jetzt stellen wir uns die Frage, wie der Investor handeln muss,
um ein gewisses Ziel zu erreichen, d.h. welche Handelsstrategie er dazu ver-
folgen muss. Beispielsweise kann unser Investor eine Bank sein, welche ver-
traglich einem Kunden das Recht einrdumt, ihr zur zukiinftigen Zeit T' (der
Ausiibungszeit) seine Aktienanteile zu einem zuvor festgelegten Preis K (dem
Austibungspreis) zu verkaufen. [Ein solcher Vertrag kann beispielsweise sinn-
voll sein, wenn der Kunde zur Zeit T den Betrag K fiir einen anderen Zweck
bendtigt.] Einen solchen Vertrag nennt man eine europdische Put-Option. Ist
der Marktpreis St niedriger als K, so macht die Bank den Verlust K — Sy, ist
er hoher, so lasst der Kunde sein Recht verfallen und verkauft seine Anteile
am Aktienmarkt. [Aus diesem Grund eignen sich Optionen auch zu Spekula-
tionszwecken.] Die von der Bank zu leistende Auszahlung lautet also

C=(K-5p)t. (11.22)

Das Ziel der Bank ist es, mdglichst risikolos dem Kunden eine solche Put-
Option zu verkaufen. Fulls die Bank nun eine Handelsstrategie ¢ findet mit
der V¥ > C gilt, so kann sie sich durch Besitz des zugehorigen Portfolios
gegen den Verlust C absichern. Man bezeichnet eine solche Handelsstrategie
als Hedging-Strategie, das Portfolio als Hedge (-Portfolio). [Allgemein bedeu-
tet ,Hedging* eine durch Umschichtungen erzielte Risikoreduktion, welche
auf der Kompensation gegenldufiger Risiken beruht.] Um die Frage nach der
Existenz einer Hedging-Strategie zu beantworten betrachten wir nochmals
Gleichung (11.21). Mit Start in Vj lautet sie integraler Form wie folgt:

t t
H,V, +/ Hoeods =V +/ Hs(ﬂ'sscrs —Vibs)dBs, Vte[0,T]. (11.23)
0 0

Diese Gleichung ist der Schliissel fiir die Anwendung von Martingaltechniken,
besagt sie doch, dass die linke Seite fiir jeden selbstfinanzierten Vermogens-
prozess ein lokales Martingal ist! Aus dieser Tatsache ziehen wir zwei wichtige
Konsequenzen, namlich die Vollstandigkeit der Marktmodelle (3,.5), sowie
deren Arbitrage-Freiheit. Wir beginnen mit der ersten Eigenschaft und verall-
gemeinern dazu den Begriff der Put-Option (11.22). Allgemein formalisieren
wir einen Anspruch (engl. claim) zum Zeitpunkt T wie folgt:

Notation. Sei (3,5) ein Marktmodell und H; durch (11.19) definiert. Ein
Claim ist eine Fpr-messbare Z.V. C > 0 mit der Eigenschaft HrC' € £2(P).

Es gibt viele Beispiel fiir Claims, etwa den europdischen CallC = (St —K)™T,
bei dem der Halter des Claims das Recht erwirbt Aktien zum zukiinftigen
Zeitpunkt T zum Preis K zu kaufen. Asiatische Optionen hingen vom mitt-
leren Kurswert ab, beispielsweise C' = (7 fOT Ssds — K)T. Auch Optionen
von eher spekulativem Typ gibt es, etwa die Digital-Option C' = 1;5,.> -
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Bemerkungen. 1. Ein Claim C ist per Definition Fr-messbar. Insbesondere
(und typischerweise) erfiillen Funktionale des Marktmodells (3:, St)efo,77 —
etwa die oben genannten Beispiele — diese Bedingung. Nicht Fp-messbare
Risiken C' (etwa Wahrungsrisiken) stellen also keine Claims im obigen Sinne
dar; dies ist auch vollig natiirlich, weil sie im Marktmodell (3,.S) gar nicht
bertiicksichtigt werden. 2. Durch obigen Claim-Begriff werden nicht alle Optio-
nen (d.h. Rechte auf Anspriiche) erfasst, beispielsweise keine Optionen vom
amerikanischen Typ. Solche werden wir im Folgenden nicht betrachten.

Der folgende Satz ist fiir das Weitere von fundamentaler Bedeutung:

Satz 11.5 (Marktvollstédndigkeit). Sei (5,5) ein Marktmodell, ¢ ein Kon-
sumprozess, und C ein Claim. Dann gibt es eine selbstfinanzierende Han-
delsstrategie @, fiir deren Vermdégensprozess (Vi)epo,m) gilt:

Vir=0C P — fast sicher. (11.24)

Weiter kann ¢ so gewdhlt werden, dass der Prozess (HtVt—FfOt Hcsds)iepo,m
ein Fi-Martingal ist; in diesem Fall ist ¢ sogar A® P-f.4i. eindeutig bestimmt.

Beweis. Falls die letzte Aussage des Satzes erfiillt ist, so muss wegen (11.24)
der gesuchte Prozess V' die Martingal-Bedingung

t T
H,V; +/ Hycods = E[HpC +/ Hgc, ds|F] (11.25)
0 0
erfiillen. Wegen H; > 0 liegt damit V; bereits eindeutig fest: Wir definieren

1 T
‘/;5 = FE[HTC +/ HSCS dslft] . (11~26)
t

t

Da (11.25) ein Brownsches £2-Martingal ist gibt es nach dem Itéschen Dar-
stellungssatz ein A ® P-f.il. eindeutiges g € £2([0,T]), sodass

t ¢
H,V, +/ Hgcy ds = E[Vp] —|—/ gs dBs
0 0

P-f.s. gilt, und wir kénnen 0.B.d.A. V als stetigen Prozess annehmen. Damit
V (11.23) erfiillt miissen wir 7 derart wihlen, dass g = H(7%¢ — V) f.i.
gilt. Wegen Hg o > 0 ist dies nur moglich mit der Definition

S Js +H€V€9€
T T He,

Damit erfiillt V' Gleichung (11.23), also auch die Vermogensgleichung (11.17).
AuBerdem gilt offensichtlich 7 € £2 ([0, T]). Nach Lemma 11.2 gibt es dann
ein selbstfinanzierendes Paar (¢, c¢) zum Vermogensprozess V. Der Beweis
zeigt auBlerdem, dass ¢ A ® P-f.i. eindeutig ist. O
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Bemerkungen. 1. Vollstandigkeit eines Marktmodells bedeutet anschaulich,
dass es zu jedem Claim C' eine Strategie ¢ gibt, deren Vermdgensprozess
V¢ den Claim C im Sinne von (11.24) ,dupliziert“. Diese Eigenschaft ist
fiir die Absicherung von Risiken C' im Marktmodell (3, .S) von zentraler Be-
deutung. 2. Satz 11.5 ist ein reiner Existenzsatz. Er sagt nicht wie man die
Handelsstrategie praktisch berechnen soll. Dies ist allgemein ein schwieriges
Problem. Im letzten Abschnitt werden wir eine explizite Losung fiir das so-
genannte Black-Scholes-Modell diskutieren. 3. Satz 11.5 bleibt giiltig unter
der schwiicheren Voraussetzung HrY € L!(P), weil Itd’s Darstellungssatz im
Wesentlichen auch fiir Brownsche £!-Martingale giiltig ist, wobei dann i.A.
nur g € £2(]0,77)) gilt (siehe [LS, Theorem 5.7, Theorem 5.8]). Obiger Beweis
bleibt aber auch dann unveréandert richtig. 4. Verlangt man in Satz 11.5 nicht,
dass H;V; + fg Hgcsds ein Martingal ist, so ist ¢ nicht eindeutig: Um dies
einzusehen benutzen wir einen Satz [Du], welcher die Existenz eines nicht-
trivialen Prozesses h € £2 ([0, T]) sichert mit der Eigenschaft fOT h(s)dBs =0
P-fast sicher. Seien g und V die im Beweis von Satz 11.5 benutzten Prozesse.
Definiere nun mit § := g + h einen neuen Prozess V durch die Gleichung

t t
Htf/t+/ H,cyds := E[VO]+/ s dBs .
0 0

Lése hiermit die Gleichung §, = H, (750, — V.0,) nach 75 auf. Die damit
nach Lemma 11.2 gebildete, selbstfinanzierende Handelsstrategie ¢ gehort zu
V, und wegen fOT 9(s)dBs = [; g(s)dBs gilt Vp = C.

Bemerkung 4 wird noch klarer durch Angabe einer expliziten Strategie, wel-
che ein vorhandenes Vermégen Vyy > 0 bis zur Zeit T mit Sicherheit vernichtet:

Beispiel. (Suizid-Strategie.) Wir betrachten Beispiel 11.3 mit V > 0, d.h.
Vi=Vo+ Bw(t) vVt € [0, T) ,

wobei B eine BB ist und t(t) gegen oo geht fiir t — T. Mit (7, %) sei

die zugehorige selbstfinanzierende Handelsstrategie bezeichnet. Definiere eine

neue Strategie wie folgt: @(w) = (o (W), @5 (w)) falls t € [0,7(w)] bzw.

@t(w) = (0,0) sonst; dabei ist 7 die Eintrittszeit von (V) in {0}. Wegen

P(t < T) =1 folgt leicht ¢ € £2([0,T]) x £2([0,T]). Weiter gilt mit (11.6)

tAT tAT
VE Vi Vot [ lrbudut [ oSS, ndut oudB.)
0 0

t t
=Vy+ / 1[07T)905ruﬁudu + / 1[077)@55@(;@ du + o, dBy,)
0 0

t t
=Vy+ / ¢5ruﬂudu + / tﬁﬁSu(,uu du+ o, dBy,),
0 0

d.h. ¢ ist ebenfalls selbstfinanzierend. Da V' stetig und 7 die (erste) Eintritts-
zeit in 0 ist, so gilt V,¥ > 0, fiir alle ¢ € [0, 7], und (wegen 7 < T P-f:s.) gilt
V¢ =0 P-fs., d.h. das Vermogen V > 0 wird in der Zeit [0, 7] vernichtet.
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Wir kommen nun zur zweiten Folgerung aus Gleichung (11.23). Diese hat ge-
geniiber (11.17) einen weiteren Vorteil: Im Fall V; > 0 ist die linke Seite von
(11.23) nichtnegativ, sodass die rechte Seite ein nichtnegatives lokales Mar-
tingal sein muss, und damit sogar ein Supermartingal ist, wie wir gleich zei-
gen werden. (Daraus wird sich dann leicht die Arbitrage-Freiheit des Modells
ergeben.) Zum Beweis dieser Aussage bendtigen wir zwei Vorbereitungen:

Lemma 11.6 (Fatou fiir bedingte EWe). Sei (f,,) eine Folge integrierbarer,
nichtnegativer Funktionen auf (Q, F, P) mitliminf E[f,] < co. Dann ist auch
liminf(f,) integrierbar und fir jede Unter-o-Algebra A C F gilt:

Blim inf(f,)]A] < lim inf (ElfnlA]) . (11.27)

Beweis. Zunéchst impliziert Lemma 5.16 (Fatou) die erste Behauptung:

n—oo n—o0

/liminf(fn)dP < liminf/fn dP < 0.

Beachtet man weiter g,, := infy>,(fx) /" Iminf(f,), so folgt mit A € A:

/liminf(fn) dP:hm/ n szlim/ Elgn|A] dP
A A A

n—oo

:/A lim (Elg|A]) dP

< /A Jim ( inf B[fi]A)) dP, (11.28)
wobei die letzte Abschétzung aus infy>,(fx) < fi, Yk > n folgt: Zunéchst
folgt Elinfy>n(fx)|A] < E[frlA], Yk > n, also auch E[infy>,(fx)]A] <
infy>n E[fr|A]. Mit Lemma 7.13 folgt aus (11.28) die Behauptung. m|

Korollar 11.7. Es sei (My)i>0 ein rechtsstetiges lokales Fy-Martingal mit
M; >0 P-f.s. fiir allet > 0. Dann ist (M;)¢>0 auch ein Supermartingal.

Beweis. Sei (1,,) eine lokalisierende Folge von Stoppzeiten fiir M. Definiere
hiermit f, := Mia,,. Approximiert man die endliche Stoppzeit ¢ A 7,, von
rechts durch Stoppzeiten mit endlichen Wertemengen (siehe Lemma 7.25),
so folgt durch Grenziibergang f, > 0 P-fis., fiir alle n. Weiter sind die f,
integrierbar und mit der Martingaleigenschaft folgt

Elfn] = E[Mipr,| = E[Mopr,] = E[Mo] < oo,

sodass auch die Voraussetzung lim inf E[f,] < co fiir Lemma 11.6 erfiillt ist.
Also ist liminf f,, (= M) integrierbar und mit (11.27) folgt fiir s < ¢:

E[M|Fs] = E[liminf M., |Fs] < liminf E[Mar, | Fs)
= lim inf (MS/\Tn) = M,. O
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Wir kommen nun zur ersten Einschrankung der Handlungen des Investors:

Notation. Ein selbstfinanzierendes Paar (¢, ¢) im Marktmodell (3, S) erfiillt
die Kredit-Bedingung, wenn gilt:

VZ >0, P—fs., Ytel0,T]. (11.29)

Dies kann als eine realistische Bedingung fiir die Handlungsweisen eines In-
vestors betrachtet werden: Er darf nur auf solche Weise konsumieren und
umschichten, dass dies nicht zu seinem Ruin fithrt (also V; < 0). Diese Be-
dingung schliefit beispielsweise die pathologische Strategie aus Abschnitt 11.2
aus, denn fiir diese ist V; GauB-verteilt, d.h. auch negative Werte von V; wer-
den mit strikt positiver Wahrscheinlichkeit angenommen. Der nachfolgende
Satz setzt dem, was unser Investor von einer zugelassenen Handelsstrategie
bestenfalls erwarten kann, klare Grenzen:

Satz 11.8. Sei (3,.5) ein Marktmodell und (¢, ¢) erfille die Kredit-Bedingung
(11.29). Dann gilt fir den zugehorigen Vermdgensprozess V :

t
E[H,V, +/ Hgeods] <Vy, Vtel0,T]. (11.30)
0

Beweis. V, erfilllt (11.23), also definiert M; := H,V, + fot Hycsds > 0 ein
Supermartingal. Mit Vj € [0, 00) und Hy = 1 folgt damit:

E[M,] < E[My] = E[HoVo) = Vi . O

Interpretation: Die Abschétzung (11.30) deutet an, dass das Vermégen V; im
Mittel nicht beliebig grofl werden kann. Auflerdem geht eine Erhohung der
Konsumrate ¢ auf Kosten des Vermégens V' und umgekehrt. Dies ist zwar
ohnehin plausibel, lasst sich mittels (11.30) aber mathematisch préazisieren.

Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir nun leicht zeigen, dass das all-
gemeine Marktmodell (3,S) dem No-Arbitrage-Prinzip genligt. Dabei han-
delt es sich um ein elementares, aber auflerst wichtiges Grundprinzip der
Preistheorie allgemeiner Finanzgiiter, sodass dazu ein paar Vorbemerkun-
gen angebracht sind. Allgemein besagt dieses Prinzip, dass die Preise in
etnem transparenten und liquiden Markt so sein miissen, dass sich durch
reines Handeln kein risikoloser Gewinn machen ldsst (sogenannte Arbitrage-
Moglichkeit). Begrindung: Da Preise sich durch Angebot und Nachfrage re-
gulieren fithrt eine Arbitrage-Moglichkeit solange zu einer erhohten Nach-
frage des glinstigeren Gutes bis sein Preisanstieg diese Moglichkeit zunichte
macht. Arbitrage-Moglichkeiten kénnen deshalb nur kurze Zeit bestehen.
Eine unmittelbare Folgerung aus dem No-Arbitrage-Prinzip ist die folgende:
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Gegeben seien zwei verschiedene Kombinationen von Finanzgiitern von de-
nen bekannt ist, dass ihre Werte W7 und W5 zu einem zukiinftigen Zeit-
punkt 7" mit Sicherheit {ibereinstimmen, also W1(T') = Wa(T). Dann muss
auch ihr gegenwirtiger Wert gleich sein, also W1(0) = W5(0). Wire ndmlich
W1(0) > W2(0), so kénnte zur Zeit t = 0 ein Besitzer der ersten Kombina-
tion diese zum Preis W7 (0) verkaufen, zum Preis W5(0) die zweite Kombina-~
tion kaufen, und die Differenz risikolos anlegen. Zum Zeitpunkt 7" kénnte er
dann die zweite Kombination wieder verkaufen, und mit dem Erl6s die erste
zuriickkaufen. Er hatte also einen risikolosen Profit gemacht, im Widerspruch
zum No-Arbitrage-Prinzip. Entsprechendes gilt im Fall W5(0) > W;(0).

Beispiel. (Put-Call Paritét.) Wir betrachten einen Call und einen Put auf
eine Aktie mit demselben Ausiibungspreis K und derselben Verfallszeit T'.
Zum Zeitpunkt 7" ist der Wert des Calls durch W.(T') = (S7 — K)* gegeben,
der des Puts durch (K — St)™. Wir betrachten als erste Kombination den
Put zusammen mit einer Aktie. Deren Wert zur Zeit 1" lautet

Wl(T) =S+ (K — ST)+ = maX{ST, K} .

Als zweite Kombination betrachten wir den Call zusammen mit einem Bond,
welcher zur Zeit T' die Auszahlung K leistet. Der Wert der zweiten Kombi-
nation zur Zeit T ist also

Wo(T) = K + (S7 — K)* = max{S7, K} .
Aus obiger Uberlegung folgt nun W;(0) = W5(0), d.h.
So+Py=Co+ Ke ™| (Put-Call-Paritit) (11.31)

wobei Py und Cy die Werte von Put bzw. Call zur Zeit t = 0 sind, und r die
Zinsrate des Bonds ist.

Bemerkungen. 1. Man beachte, dass die Herleitung der Put-Call-Paritat nicht
von einer speziellen Modellierung der Preise S; abhéngt. (Die einzige ge-
machte Modellannahme war die Zeitentwicklung des Bonds.) In diesem Sinne
steht das No-Arbitrage-Prinzip ,iiber“ einem konkreten Modell fiir S;. Preis-
festsetzungen durch Modelle sind héchstens dann als akzeptabel zu betrach-
ten, wenn sich dadurch keine Arbitrage-Moglichkeiten ergeben. Daher gehort
der Nachweis der Arbitrage-Freiheit eines Modells mit zu den wichtigsten
Aufgaben der mathematischen Modellanalyse. 2. Obgleich das No-Arbitrage-
Prinzip vom Ansatz her fast trivial erscheint, so basiert die Herleitung von
(11.31) doch auf einer nicht offensichtlichen Kombination unterschiedlicher
Finanzgiiter. Die Frage nach Arbitrage-Moglichkeiten in einem Markt ist of-
fenbar umso schwieriger zu beantworten, je mehr Kombinationen von Fi-
nanzgiitern (auch in deren zeitlichem Verlauf!) moglich bzw. zugelassen sind.
Bei kontinuierlichen Handelsstrategien gibt es gewissermaflen unendlich viele
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Kombinationen, wodurch die Frage sofort nichttrivialen Charakter bekommt.
Schlimmer noch: In einem Markt mit unterschiedlichsten Giitern und unter-
schiedlichen Handelsrestriktion ist bereits die Frage nach ,allen moglichen*
Kombinationen gar nicht prézise formulierbar. Man kann in einer solchen Si-
tuation eigentlich nur gewisse Arbitrage-Moglichkeiten spezifizieren und diese
im Rahmen eines vorgelegten Modells untersuchen.

Wir spezifizieren nun einen Arbitrage-Begriff im Marktmodell (3, S):

Notation. Ein selbstfinanzierendes Paar (¢, ¢) welches die Kredit-Bedingung
(11.29) mit Vi = 0 erfiillt heiit ein Arbitrage, falls der zugehorige Vermogens-
prozess V eine der beiden folgenden Eigenschaften hat:

T
P(Vy >0)>0, P(/ e dt >0)>0. (11.32)
0

Interpretation: Ein Arbitrage (p,c) gestattet es ohne Startkapital (Vo = 0)
und ohne zeitweise Verschuldung (V; > 0) mit strikt positiver Wahrschein-
lichkeit ein Vermogen Vi > 0 aufzubauen, oder in [0, 7] echt zu konsumieren.

Satz 11.9. Im Marktmodell (3,S) gibt es kein Arbitrage.

Beweis. Angenommen es gibt ein Arbitrage (p,c). Dann gilt wegen (11.32)
und H; > 0:

T
E[HTVT + / HtCt dt] >0.
0

Wegen Satz 11.8 und V) = 0 muss hier aber ein < stehen. Widerspruch! 0O

11.4 Optionsbewertung

Wir kommen nochmals auf die am Anfang des letzten Abschnitts beschrie-
bene Situation zuriick, in der ein Kunde von seiner Bank eine (européische)
Put-Option auf seine Aktien erwirbt. Fiir die Absicherung eines Mindestprei-
ses K muss der Kunde natiirlich einen Preis bezahlen, sodass sich die Frage
nach dessen Hohe stellt. Unter einem ,fairen“ Preis wird der Kunde wohl
den Geldbetrag Vj betrachten, welchen die Bank mindestens benétigt, um
damit ihr Risiko abzusichern. Etwas allgemeiner konnen wir auch noch den
Konsumprozess in die folgenden ﬁberlegungen mit einbeziehen:

Definition. Sei C ein Claim im Marktmodell (3,.5) und (¢, c¢) ein selbstfi-
nanzierendes Paar, sodass die Kredit-Bedingung (11.29) erfillt ist. ¢ heifit
Duplikationsstrategie fir (¢,C), wenn V7 = C P-f.s. gilt. Mit D, c(Vp) sei
die Menge aller solchen ¢ bezeichnet, welche zusétzlich V© = Vj erfiillen. Der
faire Preis von (¢, C) sei definiert durch

;D()(C7 C) = inf{Vo Z 0|Dc,C(VO) 75 Q]} (1133)
Ist ¢ = 0 so heifit po(C) := po(0,C) der faire Preis des Claims C.
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Satz 11.10. Der faire Preis von (¢,C) lautet
T
po = E[HpC —|—/ Hges ds]. (11.34)
0

Beweis. Mit Vy > 0 werde die rechte Seite von (11.34) bezeichnet. Nach dem
Satz 11.5 ist D c(Vp) # 0, sodass nach (11.33) po < Vp gilt. Sei nun Vy > 0
mit D(Vy) # 0. Fir ¢ € D (Vo) gilt V¥ = C, und nach Satz 11.6 gilt

T
E[HpVf —|—/ Hgcyds) < Vg,
0

also Vg < Vp. Somit ist V; eine untere Schranke von {‘70 > 0|D..c(Vp) # 0},
und somit Vp < pg. Es folgt Vo = po, also (11.34). O

Folgerung: Dieser Satz hat die praktisch wichtige Konsequenz, dass man den
Preis eines Claims C (zu vorgegebenem Konsumprozess) berechnen kann ohne
die Duplikationsstrategie explizit zu kennen. Der etwas ad hoc festgesetzte
Preis (11.34) gentigt tatsdichlich auch dem No-Arbitrage-Prinzip, womit eine
zweite, 6konomisch zwingendere Begriindung fiir diese Preisfestsetzung ge-
geben ist: Der Marktpreis des Claims sei mit p bezeichnet. Ist p > pg, so
verkaufen wir (als Bank) einen Claim zum Preis p am Markt. Den Betrag pg
benutzen wir um das Hedge-Portfolio bei t = 0 zu kaufen. Danach fiihren wir
die Duplikationsstrategie des Claims aus (vorausgesetzt wir kennen sie!). Zur
Zeit T besitzen wir dann ein Portfolio, welches die Anspriiche aus dem Claim
kompensiert. Wir haben also bei ¢ = 0 den risikolosen Gewinn p — py > 0
gemacht, den wir risikolos anlegen. Ist umgekehrt p < pg, so fiihren wir einen
Leerverkauf des Hedge-Portfolios bei t = 0 aus und kaufen dafiir den Claim.
Die Differenz py — p legen wir wieder risikolos an. Wir fithren dann die zur
Duplikationsstrategie ¢ des Claims gehorende negative Strategie —¢ durch
(durch Kauf von Aktien am Markt und Riickgabe bzw. durch weitere Leer-
verkdufe). Zur Zeit T' benutzen wir die Anspriiche aus dem Claim und kaufen
damit die Papiere des Hedge-Portfolios um es dann zuriickzugeben. Bei t = 0
ist also der risikolose Gewinn py — p entstanden.

Diese Argumentation offenbart ein Problem: Wir hatten schon gesehen,
dass ¢ nur dann eindeutig ist, wenn H;V,” + fg H,c, ds ein Martingal ist. Ins-
besondere zeigt die Suizid-Strategie ¢ aus Abschnitt 11.3, dass mit ¢ auch
¢ = p + ¢ den Claim C dupliziert und Vy" < V| gilt. Egal wie der Markt-
preis p auch sei, durch Kauf oder Leerverkauf eines entsprechend gewéhlten
Portfolios wére bei t = 0 einen risikoloser Profit zu erzielen!

Fazit: Ohne Eindeutigkeit von ¢ gibt es (selbst unter der Kredit-Bedingung
Vi > 0) stets Arbitrage-Moglichkeiten im Marktmodell (3, S). Dieses Problem
wird formal durch Ausschluss unerwiinschter Strategien behoben:

Definition. Ein selbstfinanzierendes Paar (p, c) heiit zuldssig, wenn V,? > 0
fiir alle t € [0, 7] gilt, und wenn (H:V; + fot Hc, ds)iepo,r) ein Martingal ist.
Eine Handelsstrategie ¢ heifit zuléssig, wenn (¢, 0) zuléssig ist.
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Man beachte, dass diese Definition obige Arbitrage-Moglichkeiten nach dem
Prinzip ,weil nicht sein darf, was nicht sein soll* ausschliefft. Ein Investor
wird sich allerdings durch einen mathematisch-formalen Ausschluss von Stra-
tegien nicht davon abhalten lassen diese Arbitrage-Moglichkeit wahrzuneh-
men! Zum Gliick gibt es aber auch einen 6konomisch zwingenden Grund, der
diese Arbitrage-Moglichkeit ausschliefit: Es ist nun einmal eine 6konomische
Tatsache, dass es im Zeitintervall [0, 7] fiir eine feste Aktie nur endlich viele
Anteile gibt Damit ist |p¥| real durch diese Anzahl begrenzt! Der Prozess
7y = @7 Sy ist somit nach (11.14) in £2([0,T]) fiir jedes p € [1,00). Mit der
expliziten Darstellung (11.18) und mit Satz 5.17 folgt hieraus V' € £2([0,T]).
Wegen H € LE([0,T]) zeigt dies, dass Hy (75 05— Vi) in (11.23) in £2([0,T7)
liegt, sodass die Martingal-Bedingung in obiger Definition fir reale Handels-
strategien stets erfullt ist! Insbesondere ist diese Martingal-Bedingung sogar
etwas weniger restriktiv (und damit mathematisch etwas flexibler), als die
real vorhandene Beschriinktheit von |¢].

Beachtet man, dass V; in (11.26) es zu jedem Zeitpunkt ¢ € [0, T] gestattet
einen vorgelegten Claim C' zu duplizieren, so lasst sich obige Preisfestlegung
wie folgt (nach dem No-Arbitrage-Prinzip) verallgemeinern:

Definition. Der faire Preis von (c,C) zur Zeit t € [0, T sei definiert durch

pi(c,C) = HLE HTC+/ Hgc, ds|F] . (11.35)
t

Wir erinnern daran, dass (11.35) letztlich aus dem Zusammenhang von Verméo-
gensprozess und Martingaltheorie resultiert, wie er durch Gleichung (11.23)
hergestellt wird. Der Zusammenhang zwischen Optionspreistheorie und Mar-
tingalen ist tatsdchlich noch enger als bisher dargestellt wurde, und dies ist
die Basis fiir tiefer gehende Untersuchungen in Bezug auf das Problem der
Arbitrage-Freiheit. Im Folgenden stellen wir diesen engeren Zusammenhang
her und diskutieren ihn etwas; fiir die tiefer gehenden Untersuchungen verwei-
sen wir auf weiterfithrende Literatur, siehe etwa [Sc] und die dort angegebene
Literatur. Wir beginnen mit einer einfachen Beobachtung: Ist der Konsum-
prozess ¢ = 0, so lautet (11.35)

1
H,

Nun ldsst sich (Hy)epo,r) — vgl. (11.19) — schreiben als Hy = Byt My, mit

pt = —E[HrC|F],

M, = eifo esstiéfo 03d57 te [O,T}
Wegen der Beschranktheit von 6 ist M nach Lemma 10.3 fiir jedes p € [1,00)
ein LP(P)-Martingal, fiir das sogar M € LP([0,T]) gilt. Es gilt also

B

Pt = By

E[MyB7'C|F]

= Eqle” S aevAp (11.36)
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wobei Eg den Erwartungswert beziiglich des W-Mafles
Q:= MrP (11.37)

bezeichnet, und wir in (11.36) Lemma 10.4 benutzt haben. Fiir ¢ = 0 besitzt
diese Gleichung eine 6konomisch anschauliche Interpretation: Der Preis pg ist
gegeben durch den Erwartungswert (bzgl. Q) des abdiskontierten Claims. Auf
genau eine solche Weise wiirde man ,klassisch*“ den Preis eines Claims definie-
ren, wobei man allerdings den Erwartungswert beztiglich P bilden wiirde — die
Diskrepanz rithrt daher, dass der Preisdefinition (11.35) das No-Arbitrage-
Prinzip zugrunde liegt (und nicht das Gesetz der grofien Zahlen, wie in der
Versicherungsmathematik). Es ist aber schon erstaunlich, dass dieses (gewis-
sermafen ,deterministische*) Prinzip zu einer solchen Preisformel fiihrt.

Diese Beobachtungen geben Anlass, die Rolle des W-Mafles @) genauer zu
untersuchen. Aus dem Satz von Girsanov wissen wir, dass beziiglich @

t
Bt ZZBt+/ 9gds
0

eine BB ist. Dies benutzen wir um im folgenden Lemma zu zeigen, dass
der abdiskontierte Aktienkurs ein Martingal beziiglich @) ist. Somit hat also
nicht nur der Vermogensprozess V', sondern bereits das Marktmodell (3, 5)
eine direkte Beziehung zur Martingaltheorie:

Lemma 11.11. Im Marktmodell (3, S) ist der abdiskontierte Aktienkurs

So= S = b s e,
ein Martingal beziglich des WahrscheinlichkeitsmafSes @ in (11.37).
Beweis. Mit der Produktregel, mit 6; = (s — r¢)/oy und (11.10) folgt:

dSy = —rSidt + St(ﬂtdt + 0:dBy)
= tht(ﬁtdt + dBt)
= O'tgtdét .

Die Losung Sy = Sp exp{fg 0sdBs — 1 fot o2ds} ist wegen der Beschriinktheit
von o nach Lemma 10.3 ein Martingal beziiglich Q. O

Bemerkung. Man kann zeigen, dass ) das einzige zu P aquivalente W-Mafl
auf Fp ist (d.h. die Nullmengen beider Mafle stimmen iiberein), beziiglich
dem der Prozess S ein Martingal ist. Aus diesem Grund bezeichnet man Q
als das zu P dquivalente Martingalmaf.

Der nun folgende Satz gibt im Wesentlichen eine Umformulierung der Preis-
formel (11.35) an. Er verallgemeinert (11.36) durch Einschluss des Konsum-
prozesses, und gibt eine alternative Moglichkeit an den Preis zu berechnen.
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Satz 11.12. Im Marktmodell (3,S) sei Q das dquivalente Martingalmaf
(11.37). Dann lautet der zugehdorige Preisprozess (11.35) wie folgt:

T T s
pi(c,C) = Eg [e—ﬁ redio g / e Sy e ds|Fy] . (11.38)
t

Beweis. Mit der Produktregel und mit H, = 871 M, erhalten wir

T T T
MT/ B lesds :/ 1dMS/ By 11y (s)es ds
t 0 0
T T s
:/ Msﬂs_ll[t,T](S)Cs ds+/ (/ ﬂ;ll[tyT](u)cudu>dM
0 o “Jo
T T s
:/ Msﬁs_lcsds—/ (/ 5;1cudu)9sMSst
t t t
T T
::/ Hscsds—/ f(s)dBs,
t t

mit f € L2([0,T]). Fiir den letzten Term folgt

/f )AB,|F] = /f )dB, /f )dB,|F,] =0.

Die Preisformel (11.35) lasst sich hiermit nun wie folgt umformen:

1
Pt = 7E HTC+/ H sCs d5|ft:|
H,

1 T
= TE[ﬁ;lMTC + MT/ B tesds —|—/ f(s)st|.7:t]
Bt Mt t t
Bt "B

—E M C+ —cs ds)|F

M, [ T(ﬁT . Bs )| t]
Beachtet man M; = E[Mr|F], sowie 8;/8s = exp{— [, r, du}, so folgt mit
Lemma 10.4 hieraus (11.38). |

11.5 Das Black-Scholes-Modell

Bei diesem Modell handelt es sich um den einfachsten Spezialfall des allgemei-
nen Marktmodells (3, .5), ndmlich um den Fall konstanter, deterministischer
Koeffizienten r; = r > 0, uy = p € R, und 0; = 0 > 0. Es besitzt nur die
beiden unbekannte Modellparameter p und o, da die Zinsrate r am Markt
bekannt ist. Bondpreis und Aktienkurs werden somit modelliert durch

o2
Br=e, Sy=SpeltTHB
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mit einer Konstanten Sy > 0. Dieses 1973 eingefiithrte Modell hat die Theorie
und Praxis der Finanzmarkte entscheidend veréndert. Es hat — gegeniiber
dem allgemeinen Marktmodell (3,S) — den praktischen Vorteil, dass es so-
wohl explizite (theoretische) Preisfestsetzungen fiir verschiedene Claims ge-
stattet, alsauch deren Absicherung durch die Bestimmung der zugehorigen
Duplikationsstrategien. Insbesondere Claims der Form C' = h(St) lassen sich
gut analysieren. Zur Vorbereitung bendtigen wir ein Lemma tiber bedingte
Erwartungswerte, das auch allgemein interessant ist:

Lemma 11.13. Seien X und Y unabhdngige Zufallsvariablen auf (2, F, P)
und f : R? — R messbar mit f(X,Y) € LY(P). Sei weiter H C F eine
o-Algebra sodass X H-messbar ist und Y 1L H gilt. Dann gilt

E[f(X,Y)|H] = H(X), (11.39)
wobei H fiir Px-fast alle © € R definiert ist durch H(z) := E[f(x,Y)].

Beweis. Wegen Pixyy = Px ® Py ist nach Fubini E[f(xz,Y)] Px-f.s. wohl-
definiert und Py-integrierbar, sodass H(X) P-f.s. wohldefiniert ist. Nun gilt
(11.39) fiir Funktionen f(z,y) = g(x)h(y) mit beschrinkten, messbaren g, h:

Elg(X)MY)[H] = g(X)E[L(Y)|H] = g(X)E[A(Y)].

Approximiert man nun f € El(P( x,v)) durch eine Folge f,, von Linearkom-
binationen solcher Produkte [nach Satz 8.17], so folgt f,(X,Y) — f(X,Y)
in £1(P), und damit weiter

EIf(X,Y)|H] = L}(P) — lim E[f,(X,Y)[H]
= LY(P) —lim H,(X), (11.40)

mit Hy(z) := E[f,(z,Y)]. Weiter gilt
100 = H)1dp = [ H() - ()] apx
= / | / [f(z,y) = fu(z,y)] dPy| dPx
< [17 = faldPxr) — 0.

d.h. die rechte Seite in (11.40) ist durch H(X) gegeben. O

Bemerkung. Informell gesprochen besagt (11.39), dass man in der Berech-
nung von E[f(X,Y)|H] die Z.V. X als  konstant“ betrachten kann. Prak-
tisch berechnet man (11.39) also einfach dadurch, dass man zunéchst X als
Konstante auffasst, damit den gewdhnlichen Erwartungswert von f(X,Y") be-
rechnet, und im Ergebnis X wieder als Zufallsvariable interpretiert. Hiervon
werden wir im folgenden Satz Gebrauch machen.
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Im Folgenden betrachten wir den Preis py fiir Optionen C' = h(St) als Funk-
tion der Parameter T, Sy > 0, d.h. wir setzen

po(T, So) = E[Hph(Spelt=o /AT +oBr)].
Mit dieser Funktion lésst sich der Preis p; in (11.35) wie folgt ausdriicken:
Satz 11.14 (Struktur von Preisen). Sei (3,5) ein Black-Scholes-Modell und

C ein Claim der Form C = h(Sr), mit einer reellen, messbaren Funktion h.
Dann lasst sich der faire Preis des Claims darstellen als

pr=po(T —1t,8;),  Vte[0,T). (11.41)
Dieser Preis hdangt nicht ab vom Parameter u des Black-Scholes-Modells.

Beweis. Im Fall ¢ = 0 lésst sich die Preisformel (11.35) wie folgt darstellen:
pt = - E[B7 Mrh(St)|F]
= E[e~"(T-0¢=0(Br=B, —%92(T—t)h(5te(u—é)(T—t)-&-o(BT—Bt))|]_-t} .

Es ist S; eine Fy-messbare Z.V. und Y := By — B; 1L F;. Folglich lasst
sich das Lemma 11.13 anwenden, d.h. wir betrachten S; als Konstante und
lassen die Konditionierung auf F; bei der Berechnung von p; weg. Da By — B,
dieselbe Verteilung hat wie Br_; so ist die resultierende Formel identisch mit
der Berechnung von py fiir die Parameterwerte 77 = T — t sowie fiir S, = S;.
Aber dies ist (11.41). Zum Nachweis der Unabhéngigkeit von u geniigt es
wegen (11.41) py zu betrachten:

po(C) = E[HyC) = Ele™Te™ 5 T=0Br j(Spelt=0"/2)T+0 Br))

Setzt man hier im letzten Faktor X := (u — 02?/2)T + oBr und ersetzt im
mittleren Faktor By durch (X — (u — 02/2)T) /o, so folgt

e—rT
C :7/ eI@ (Spe®) dx 11.42
pO( ) \/m R ( 0 ) ( )
. ©. 0 (o= (= 0>/2)T)’
x—(u—0°/2)T
o) =~ 5T~ Lo~ (u o - LT
B (x —b)?
—at 202T '’

wobei a, b geeignete Konstanten sind. Fiir h(z) := 1 gilt E[M7p(—6)] =1 = e°,
also gilt @ = 0. Aus ¢/(z) = (z — b)/o*T und = (u — ) /0o folgt

0  (u—o2/2)T
b= —c2Td(0) = —g2T(—2 4 = 127
0_2

= (777")T.

Somit héngt g nicht von u ab, und damit auch nicht (11.42). m|
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Bemerkungen. 1. Gleichung (11.41) war intuitiv zu erwarten, aber die Un-
abhéngigkeit des Preises vom (unbekannten) Modellparameter p ist doch
iiberraschend. Eine Schatzung von p aus Prozessdaten entfillt damit, was
duBerst hilfreich ist und einen der Griinde fiir die praktische Akzeptanz dar-
stellt. 2. Der Parameter u spiegelt die Erwartung wider, wie stark der Kurs
tendenziell steigt oder fallt. Die Unabhéngigkeit des Preises von p bezeich-
net man daher als prdferenzfreie Bewertung. 3. Die verhaltnismaflig einfa-
che Struktur dieses Modells ist auch noch in anderer Hinsicht vorteilhaft:
Je mehr Parameter ein Modell besitzt desto besser kann man es zwar im
Prinzip an beobachtete Kursverlaufe (S;):er ,fitten®, desto geringer ist aber
auch die Schéatzgenauigkeit der einzelnen Parameter. Da sowohl die Opti-
onspreise alsauch die Duplikationsstrategien explizit von diesen Parametern
abhéngen (jedenfalls im Allgemeinen), so wirken sich grofie Fehlerschranken
insbesondere negativ auf die Aussagekraft eines Vergleichs theoretischer und
beobachteter Preise aus.

Satz 11.15 (Black-Scholes-Formel). Fir ein Black-Scholes-Modell (3,S) ist
der faire Preis einer europdischen Call-Option C = (Sp—K)T mit Ausiibungs-
preis K > 0 und Austibungszeit T > 0 gegeben durch

pe(C) = 8, ®(dH(T —t,8;)) — Ke "I Vo(d~(T - t,S;)), (11.43)
wobei ®(x) = (2m) /2 ffoo e’y2/2dy die Normal-Verteilungsfunktion ist, und
K

oVT

Beweis. Nach Satz 11.14 geniigt es zu zeigen, dass gilt:
po(T, So) = So®(d¥ (T, So)) — Ke " ®(d™ (T, So)) - (11.44)

T, 50) i RO EF)T

Dies ist eine reine Integrationsiibung: Mit Satz 11.10 und mit (11.19) gilt
Po = E[HT(ST - K)—w (].145)

— E[ef(rJr%)TefOBT(Soe(ufé)T-i-aBT _ K)+]

wobei 0 = (i — r) /o ist. Nun ist (---)T strikt positiv genau dann, wenn
BT 1 K 02
P (o) - (u—
7T o5 T

Da By /T eine N(0,1)-Verteilung besitzt folgt

—(7”+ﬁ)T 2 o 2

e 2 a z

— (h—%)T (c—0)VTx—

pg = ———— [Soe 2 e z dx
V2r /

Zo

o0 m2
— K/ e_eﬁ‘”_Tdm} =q —q.
Z
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Der Exponent in ¢; lautet (mit quadratischer Ergdnzung)

4 DT - T (o - VTR 4 Lo o= L3
Tt b= 5@ — (o 5(0 =37,
mit & = z — (¢ — 6)V/T. Es folgt somit
q1 :SQ/ 6_%di‘250¢)((0—9)ﬁ—l‘0),
.’I:U—(G'—O)T
wobei sich das Argument von ® mit r = y — 06 noch weiter umformen lésst:
(0% —oO)T 1 So o?
o= OWT — a0 = + In(=2) + (u— —=)T) =d™ (T, So).
( ) 0 /T a\/T( (K) (e 2)) ( 0)

Der Exponent in go unterscheidet sich von demjenigen fiir ¢g; nur durch den
zusitzlichen Term o+/Tz. Eine analoge Rechnung fiir ¢y liefert den zweiten
Term in (11.44). |

Bemerkungen. 1. Gleichung (11.43) bestétigt nochmals die Unabhéngigkeit
von u, wie sie in Satz 11.14 allgemeiner festgestellt wurde. 2. Die Berechnung
fiir den Preis eines européischen Puts geht vollig analog. Dieser Preis lautet
(0.B.d.A. fiir ¢ = 0 und mit denselben Abkiirzungen):

po=Ke "1 ®(—d™ (T, Sp)) — So®(—d™ (T, Sp)) (Put-Preis) .

Diese Formel ldsst sich alternativ auch aus der Put-Call Paritdt (11.31) her-
leiten; man kann dies als eine Konsistenz-Bedingung auffassen, welche das
Black-Scholes-Modell erfiillt.

Eigenschaften der Black-Scholes-Formel. Wir untersuchen im Folgen-
den pg in Gleichung (11.44) als eine Funktion von T, Sy, K, > 0 und r > 0.
Wir benutzen dazu einerseits die offenkundige Beziehung

d~=dt —oVT, (11.46)

und andererseits die folgende Identitat, wobei mit ¢ (x) := ®'(z) die standar-
disierte Gauf-Dichte abgekiirzt sei:

Ke " Ty(d™) = Ke " Tap(dT)ed oVT=o"T/2
S 2 2
= Ke "Typ(d) exp{ln (}0) + (r+ %)T - %T}
= Sotp(d™). (11.47)
(a) Zunéchst gilt aufgrund von (11.45) (und weil St eine stetige, strikt posi-
tive Dichte hat) die Eigenschaft py > 0. Weiter gibt (11.44) unmittelbar
die obere Schranke py < Sy, also

po € (0,50) - (11.48)

Fiir T\, 0 folgt mit der Stetigkeit von T + (St — K)* und mit majori-
sierter Konvergenz weiter die Konvergenz py — (So — K)™T.
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(b) Wir betrachten als néchstes die Abhéngigkeit von Sp: Es gilt

o _ gqt ot - 94~

=®(d") >0, (11.49)

wobei (11.46) und (11.47) benutzt wurde. Der Call-Preis wéchst also mit
So, was zu erwarten war. Nochmaliges differenzieren von (11.49) liefert:

O?py o In(52)+(r+2)T
852 7w(d+)ﬁ K Uﬁ 2 }
_ W(d)
= SooVT >0. (11.50)

Somit ist pg eine konvexe Funktion des Anfangswertes Sp.
(¢) Der Call-Preis wichst auch mit der Laufzeit T":

8}90 _ + ad —rT od~ _
9T = Sop(d™)—— T — Ke " (y(d” )87T r®(d7))
= Sp(d) 2= + rKe T d(d 11.51
V()3 + e T ) (1151
=Ke " rd(d) +y(d >0. 11.52
( )55 1532)
(d) SchlieBlich wéchst pg streng mit der Volatilitat o:
% — + % 77‘T ad*
ad+t  ad~
— R Y At
=~ sovtat) (e 20
= Soyp(dWT > 0.

Die Formel fiir d* zeigt weiter, dass d* gegen +oo konvergiert, fiir ¢ — oo.
Mit (11.44) folgt py — Sy fir 0 — oo. Fiir ¢ — 0 konvergiert p, wegen
(11.48) gegen ein a € [0,Sy), welches aber abhéngt von der Kombination der
restlichen Konstanten. Ist jedenfalls py € (a, Sp), so hat die Gleichung

pO(TszaK70-7T) :ﬁ (1153)

bei festen T, Sy, K, genau eine Losung o. Ist nun p der am Markt real vor-
handene Preis eines Calls mit Ausiibungspreis K, so kann man nach (11.53)
das zugehorige o, genannt implizite Volatilitat &, bestimmen. Nach dem
Black-Scholes-Modell sollte dieser Wert unabhéngig von K sein. Man be-
obachtet aber tatséchlich eine Abhédngigkeit 5(K) in Form einer flachen Pa-
rabel (,volatility smile®). In einer Umgebung des Wertes K = Sy stimmt
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tatséchlich &(K) mit dem theoretischen Wert o annéhernd iiberein, wobei
letzterer aus historischen Daten von Sy geschétzt wurde (typischerweise aus
drei bis sechs Monaten Preisdaten). Fiir Werte K << Sy bzw. K >> Sy liegt
allerdings 7(K) signifikant iiber o.

Aufgabe. Man zeige, dass der Call-Preise py mit der Zinsrate r wachst, und
mit dem Ausiibungspreis K fillt (letzteres war offensichtlich zu erwarten):

0 _ gperTa(a-) >0,

apO__fTT _
o e To(d™) < 0.

0K

Die Handelsstrategie zur Black-Scholes-Formel. Wir schreiben im Fol-
genden den Preisprozess p; in (11.43) mit Hilfe von (11.44) wie in (11.41):

pr=po(T—1t,5), Vte|0,T). (11.54)

Wir wissen aus Abschnitt 11.4, dass fiir den Preis des Calls definitionsgemé&f
pr=V7S = <p’t6 By + ¢ S; gilt, wenn ¢ die Duplikationsstrategie des Calls ist.
Vergleicht man dies mit (11.43) und beachtet 8, = €™, so ist die Vermutung

oy = ®(dT(T —t,5,)) (11.55)
o = —Ke "T®(d (T —t,5)) (11.56)

naheliegend. Der folgende Satz zeigt, dass dies im Wesentlichen so ist:

Satz 11.16. Es sei pi(C) der Call-Preis (11.43). Dann wird eine zuldssige
Duplikationsstrategie ¢ fir C definiert durch stetige Fortsetzung der Funk-
tionen (11.55) und (11.56) int =T.

Beweis. Nach Definition von d* gilt im Fall Sp > K: d*(T —t,S;) — oo fiir
t / T. Hieraus folgt ¢ — 1und ¢ — —K, also V¥ — Sp—K = (Sp—K)*.
Enstprechend erhilt man im Fall S; < K die Konvergenz 7 — 0 und
@’ — 0, also V¥ — 0 = (Sp — K)*. Da Sy stetig verteilt ist gilt Sp = K
nur auf einer P-Nullmenge. Somit hat sowohl ¢ alsauch V¥ eine P-f.s. stetige
Fortsetzung nach ¢ = T, und es gilt die Duplikationseigenschaft

Vi = (St — K)", P —fast sicher.
Da % und ¢” offensichtlich beschrinkte, Fi-adaptierte Prozesse sind ist
@ per Definition eine Handelsstrategie. Nach (11.45) gilt py > 0, also mit

(11.54) auch V,? = p; > 0 fiir alle ¢, d.h. ¢ erfiillt die Kreditbedingung
(11.29). SchlieBlich bleibt zu zeigen, dass ¢ selbstfinanzierend ist, dass also

dV¥ = o dpy + ¢} dS, (11.57)
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gilt. Aus (11.54) folgt zunéchst mit der It6-Formel und dS; = puSidt+0S:dBy:

Apo Opo 19%po 2

e _ Y _ Y _ _ _

avy” = T (T —t,Sy)dt + 5, (T —t,S;)dS; + 2 952 (T —t,5%) (dSy)
Ipo 1 5. 29%D0 Ipo

Nach (11.49) stimmt der dS;-Koeffizient in (11.58) mit ®(dT(T — t,S;))
iiberein, d.h. mit ¢ aus (11.55). Aus (11.50) und (11.51) folgt auBerdem

Ipo 1, 262170
—aT(T,So)—F 20’ S 882

(T,8y) = —rKe "T®(d~ (T, Sp)),

sodass das erste Differential in (11.58) mit got’g dp; iibereinstimmt. Somit ist
(11.57) verifiziert. |

Bemerkung. Nach (11.55) gilt stets ¢ € [0, 1]. Der Investor hilt also bei die-
ser Strategie stets einen positiven Aktienanteil (sodass gar keine Aktienleer-
verkdufe erforderlich sind). Nach (11.56) ist der Bondanteil hingegen stets ne-
gativ, und nach unten durch —Ke~"7 (dem abdiskontierten Ausiibungspreis)
beschrankt. Da ¢ auflerdem pfadstetig ist, so ist diese Strategie am Markt
(zumindest theoretisch) problemlos realisierbar.



Losungen der nummerierten Aufgaben

2.a. Sei F := {AAN|A € H,N € N'}. Zeige c(HUN) = F
D Aus AeH Co(HUN)und N € N C o(HUN) folgt AAN € o(HUN).

LC“ BEsgit HUN C F,da A= AAD € Fund N = QAN € F. Also gilt
auch c(HUN) C o(F). Die Behauptung folgt also, falls F = o(F) gilt. Weise
dies nach, d.h. zeige, dass F eine o-Algebra ist (Def. in Abschnitt 1.1):

(S1) Q= QAD € F.
(S2) Sei F € F. Zeige F© € F:

F¢=(AAN) =[(ANN°)U(NNA9°
=(A"UN)N(N“UA)
=[A°N(N“UA)]U[NN(N°UA)]
=[A°NNJUINNA]=A°AN € F.

(S3) Seien F,, = A,AN,, € F. Zeige U2, F,, € F. Zunichst gilt:

N = (JAnAN) A An € | J(AnAN)AA, = N, €N,

wobei B = CA(BAC) benutzt wurde. Mit U, 4,, € H folgt hiermit weiter:
JAnaAN,) = (| JAn)AN € F.

n

Zur zweiten Behauptung: Sei X € L1(Q,F,P), A € F, und N € F eine
P-Nullmenge. Da FAN = A\N U N\ A eine disjunkte Vereinigung ist gilt

/ XdP = XdP + X dP (zweiter Term ist 0)
AAN A\N N\A

= / X dP + X dP (hier ebenso)
ANNe ANN

:/XdP. O
A
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2.b. Da B; an A; adaptiert ist, so auch an A} D A;. Bleibt also B;— B, 1 A%

fir alle 0 < s < t zu zeigen. Sei also A* = AAN € A* und C € o(B, — Bs).
Dann gilt wegen B; — B 1 A, (mit Aufgabe 2.a)

P(A'NC) = /

1dP = [ 1cdP= / 1cdP = P(ANC) = P(A)P(C).
A*NC A* A

Die nachzuweisende Faktorisierung P(A*NC) = P(A*)P(C) folgt damit aus
P(A):/ldP:/ 1dP = P(A*). O
A *

2.c. Sei f € T(|a, B]) auf zweierlei Weise dargestellt:

N-1 M-1
FO = el @ +enligy(t) = D gills, ) (t) + enlis(t)
=0 i=0

Definiere die Zerlegung Z := {tg,...,tn}U{s0,...,sm} =: {ro,..., 7k} von
[, B]. Zu jedem j gibt es dann genau ein k = k(j) € {0,..., K} mit t; = rj
wobei k(j) < k(j + 1) fiir alle j < N gilt. Damit folgt

J)

1[tj,t]»+1) = 1["'k(j)’rk(j+1)) = Z 1[7’1«’%4—1) :
k(§)<k<k(j+1)

Fiir f —en1gy erhilt man so eine Darstellung beziiglich Z,

N-1 K-1
> > elimemsn) = D Ekliri) (*)
7=0 k(j)<k<k(j+1) k=0

mit &, = e; Vk € {k(j),...,k(j+1)}. Verfadhrt man auf die gleiche Weise mit
der zweiten Darstellung von f, so erhilt man eine zu (%) analoge Darstellung
von f mit Koeffizienten gi. Weil aber beiden Darstellungen dieselbe Zerlegung
zugrunde liegt muss g, = €5 gelten. Es folgt fiir die erste Darstellung

N—1 N—1
I(f) = Z €j(Bi,, — Biy) = Z €j Z (Brypy — Bry)
par i=0 k(j)<h<k(j+1)
K—1
= Z ék(B7'k+1 - By,).
k=0

Dieses Ergebnis folgt aber auch fiir die zweite Darstellung, d.h. I(f) ist wohl-
definiert. Zeige nun die Stetigkeit des Wiener-Integrals: Fiir ¢ € [t;,t;41] gilt:

It(f)z/ f(s)dBs = [ f(s)dB. +e;(B, - By,).

Also ist I(f) stetig in (¢;,t;41), linksstetig in ¢;41 und rechtsstetig in ¢;. Da
dies fiir alle j = 1,... N — 1 gilt folgt die Stetigkeit fir alle ¢ € [«, 5]. |
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3.a. Ersetzt man die Integranden C; und C7, auf der linken Seite von (3.8)
durch approximierende Treppenfunktion C’j(-") und C;-En) (mit gleicher Zerle-
gungsnullfolge Z,,), so fallen wegen Unabhangigkeit alle Terme, welche Fak-
toren E[ABt(f)ABt(f, )] mit j # j' oder i # ¢’ enthalten, weg. Man erhilt so
die Ité-Isometrie (3.8) fiir Treppenfunktionen. Der Grenziibergang n — oo
liefert dann (3.8) fiir beliebige £2([«, ], A)-Integranden. m|

4.a. Es sei (fp)nen eine CF in L2([a, 8]). Dann ist (f,) auch eine CF in
LP = LP([a, B] x Q, B([ev, B]) @ F, A ® P), konvergiert also gegen ein f € LP,

d.h. fﬁ E[|fn(t) = f(®)[P] dt — 0. Damit gibt es eine A-Nullmenge N C [«, 3],
sodass fur geeignete Teilfolgenindizes n' gilt:

Ellfar(t) = fFO]-1ne(t) = 0, VEE [, f]. (a)
Nun ist fnr = fulyexa € L2, f = f - 1nexq € LP und es gilt
fn—>f, in LP. (8)

Fiir jedes feste ¢ € [a, 3] gilt nach (a) weiter f./(t,-) — f(t,-) in LP(Q, F, P).
Da fu(t,-) A;-messbar ist, so ist f(t,-) Ar- messbar, also n.V. A;-messbar.
Somit gilt f € LP([«, ]) und (0) zeigt, dass f LP-Grenzwert der f,, ist. O

4.b. Linearitit: Seien f,,g, € T2(la, 3]) mit f, — f und g, — g in
£2([ev, B]). O.b.d.A. seien f, und g, bzgl. derselben Zerlegung {t§", ...t}
dargestellt. Wegen der Linearitéit von »_ folgt damit sofort

I(cfn+gn) =cI(fn) +1(9n) VneN. (%)

Da cf, +gn in L2([a, 5]) gegen cf + g konvergiert folgt durch Grenziibergang
n (x) die Behauptung. Additivitat: Wahle f,, wie oben, aber 0.B.d.A. gelte
de {t(()n), e ,tg\?:} fiir alle n (sonst Zusatzpunkt einfiigen). Zu jedem n gibt
es also ein j, € {1,..., N, — 1} mit § = tg.:). Es folgt

Np,—1 Jn—1 Np—1
X By, = By = 3 e By~ B+ 1 e;mwt;:a ~By)
j=0 J=Jn
Wegen o = té n) t(" =dund § = t - < t = f folgt durch
Grenziibergang in dleser Glelchung die Behauptung O

4.c. Zweimalige Benutzung der Dreiecksungleichung ergibt:

d(z,2) <d(z,y) +d(y,z) = d(z,z)—d(z,y) <d(z,y) ()
d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) = d(z,y) —d(z,z) < d(z,y) (B)

Die linke Seite von (a) oder von () ist nichtnegativ, sodass folgt
|d($,2) —d(Z,y)| < d(l’,y) ]

5.a. X; := X, (fir t € [, 3]) ist ein It6-Prozess mit f = g = 0. Ersetzt man
in (5.35) iberall dX; durch Null und X3 durch X, so folgt (5.39). m|
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7.a. (i) Mit X hat auch X := X — E[X] unabhiingige Zuwéchse, und X ist
auch .7-',5X -adaptiert. Fir 0 < s < t folgt hieraus:

EIX|FX] = E[(X, — X,) + X,| F¥] = B[X, — X,] + X, = X,
d.h. X ist ein F;*-Martingal. Ahnlich 16st man (ii): Fiir 0 < s < ¢ gilt:

E[X.|X,] = E[EIX|F]|%.] = E[X|%] = X, 0
7.b. (a) Fir F’' € F' gilt:
(X[)7H(F) ={we A X(w) € F'}
={weQ|Xw) eFINAeFnA.

Also ist X |4 messbar beziiglich (F N A) — F'.

(b) Sei X = (X3, X2) messbar beziiglich F — F; ® Fy. Zeige die F — Fi-
Messbarkeit von Xi: Fiir F; € F; gilt

XU R)=X"YF x Q) € F.

Entsprechend folgt die F — Fa-Messbarkeit von Xs. Sind umgekehrt die X;
F — F;-messbar, so gilt fir F; € F;:

X YR xB)=X"(F)NX; (F) eF.

Da & = {Fi x F5|Fy € F1,F; € F»2} ein Erzeuger von F; ® F» ist folgt
hieraus die Messbarkeit von X. |

10.a. Zur Erinnerung (vgl. Abschnitt 1.1): Ist f > 0 so gilt
/fd (MP) /fM dP.
(a) Hieraus folgt (wegen M > 0) insbesondere:
X e L' (MP) — /|X|d(MP) < o0
= /|X\MdP< o <= XMceL'(P).
(b) Zeige die Aquivalenz der beiden W-Mafle: Sei P(A) = 0. Dann gilt
(MP)(A) :/1Ad(MP) :/IAMdP:O,

da 14M = 0 P-fast sicher. Sei umgekehrt (MP)(A) = 0. Wegen M > 0 gilt
dann

P(A) :/1A dP:/lAMflMdP

= /lAM‘ld(MP) =0,

da 14M~! =0 M P-fast sicher. O



Haufige Bezeichnungen und Abkiirzungen

R, R, R

F,AH

{1,2,...}, {0,1,2,...}, rationale Zahlen

reelle Zahlen, bzw. [0,00) C R, bzw. [—00, x0]

leere Menge, Grundmenge

= {A| A C Q}, Potenzmenge von

das Komplement der Menge N

=A\B U B\ A, die symmetrische Differenz zweier Mengen

D,, C D41 fir alle n € N, und UpenD,, = D

D,, D Dy fir allen € N, und NpenDy, = D

T : Q — Q sei Abbildung. Dann ist 77! : P(Q) — P(Q)
definiert durch T71(A4’) := {w € QT (w) € A’}

= {to,t1,...,In} mit a =tg < t; < -+ < ty = 3, eine Zerle-
gung von [a, (]

o-Algebren (iiber )

=o(F x A|F € F, Aec A) = Produkt-o-Algebra

die von einer Abbildung T : Q — Q' erzeugte o-Algebra
die von einem Mengensystem & erzeugte o-Algebra
Filtration beziiglich der Zeitmenge I

die durch (X¢);>0 erzeugte Filtration FfX := o(X;, s < t)
Filtration, welche dem It6-Integral zugrunde liegt
Augmentation der o-Algebra H durch alle P-Nullmengen
= ms>t fs

Borelsche o-Algebra iiber R?

o-Algebra der Ereignisse bis zur Stoppzeit 7

Mafraum (p ein Maf auf F)

Produktmafl der Mafle 7 und po
Wahrscheinlichkeitsraum (P ein W-Maf auf F)
Verteilung der Zufallsvariablen X: Px(B) = P(X € B)
Einschrankung von P auf die Unter-o-Algebra H C F
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dnx7 )\TL
V‘u70-2
N(p,0?)
Ta

[
XY, Z
M(Q,F,P)
d(X,Y)

1a

o, T

Pu

'25.¢

(B1)i>0
(Xt)ter
(X7 )eer
(Xt

Vi

Dt

(8,9)
(¥”, %)
I(f)
Ii(f)

EBX]
Var[X]
E[X|H]
(f,9)
(y, )
dp(fa g)

£l [1f 1l 2
1flloo

E(Q,F)
E*(Q, F)
lin[fA|)\ S I]

LP(Q,F, )
LP(Q, F, 1)

7 ([ev, B])
72 (lo, B])

Lebesgue-Maf3 auf R™, oder auf einer Teilmenge von R"™
Normalverteilung mit Erwartungswert p und Varianz o2
verbale Umschreibung fiir v, 2

Poisson-Mafl mit Parameter a > 0

f* = max{f,0}, f~ = max{—f,0} (f = f* — f)

reelle Zufallsvariablen

Raum aller reellen Zufallsvariablen auf (Q, F, P)

= E[|X - Y|/(1+|X - Y|)] = Halbmetrik auf M(Q,F, P)
Indikatorfunktion der Menge A C © (1 fiir w € A, 0 sonst)
Stoppzeiten

charakteristische Funktion des endlichen Mafles
charakteristische Funktion der Verteilung Px (der Z.V.n X)

Brownsche Bewegung in R oder in R*

stochastischer Prozess mit Zeitmenge [

der zur Stoppzeit 7 gestoppte Prozess Xiar

quadratische Variation eines Prozesses (X;);>o zur Zeit ¢
Vermogensprozess

Konsumprozess

Preisprozess

Marktmodell

Handelsstrategie

= ff f(s)dBs = Tto-Integral
= [s f(s)dB

= [ X dP = Erwartungswert der Z.V. X

= E[X?] — E?[X] = Varianz von X

bedingter Erwartungswert von X unter H (= o-Algebra)
Skalarprodukt fiir f,g € L&(Q, F,p): (f,g) := ffgdu

=412, + - - + yqxq, das Standard-Skalarprodukt auf R
Halbmetrik auf den A;-adaptierten Prozessen, welche pfadweise
P-fs.in LP([e, 8], A) sind

= ([ /1P dp) Ve _ (Halb-) Norm in LP (bzw. LP)

= sup{|f(¢)||t € I} = Supremumsnorm

Elementarfunktionen: F-messbar mit endlicher Wertemenge
Raum aller F-messbaren Funktionen mit Werten in [0, 0o]

die lineare Hiille aller fy, d.h. alle endlichen Linearkombinatio-
nen f =agfy, +---+ o, fy,, mit ap € R

={f:Q — R|f ist messbar und [, |f|?dp < oo} = Raum
aller reellen, p-fach integrierbaren Funktionen

Banachraum p-fach integrierbarer Funktionenklassen
Treppenfunktionen auf [, §]

A;-adaptierte, p-fach integrierbare Treppenprozesse
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As-adaptierte, beschriankte Treppenprozesse

Ai-adaptierte LP(\ ® P)-Prozesse (fiir p = 2 die Integranden
von L2(P)-Ito-Integralen)

pfadweise LP-Prozesse (fiir p = 2 die Integranden allgemeiner
Ito-Integrale)

Prozesse (fi)i>a mit flja,5 € LE([a, ]) fiir alle § > o;
entsprechend definiert, mit £P ersetzt durch £?

fiir A;-Stoppzeiten 7 < T: A;-adaptierte, messbare Prozesse
(ft)tejo,r) mit 1o f € LE([0,T]) (fiir p = 2 die Integranden
von It6-Integralen bis zur Stoppzeit 7)

entsprechend definiert, mit £P, ersetzt durch £?

alle f : [a,00) — R mit f|4,5 € LP([o, 5], A), VB >

stetige reelle Funktionen auf der Menge M C R¢

n-fach stetig differenzierbare, reelle Funktionen auf [«, 5]
stetige, reelle, beschrinkte Funktionen auf R¢

diejenigen f € C(R%) mit f(\) — 0 fiir [A\| — oo

stetige reelle Funktionen auf R¢ mit kompaktem Triger

wie C.(RY), aber komplexwertig

k-fach stetig differenzierbare reelle Funktionen auf U
C'-Funktionen auf I x U die in der zweiten Variablen zweimal
stetig differenzierbar sind

Symbol fiir Orthogonalitat im Hilbertraum

Symbol fiir stochastische Unabhangigkeit

direkte Summe der (Unter-) Vektorrdume V und W
min{¢, s}

max{t, s}

Partielle Ableitung von F(t,z) nach der Zeit ¢
Partielle Ableitung von F(¢,x) nach dem Ort z

zur Betonung, dass die Funktion ¢ identisch Null ist
die f, konvergieren monoton wachsend gegen f

Anfangswertproblem

Brownsche Bewegung
Cauchy-Folge
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
Differentialgleichung
Erwartungswert

fast sicher, fast iiberall
gleichgradig integrierbar

nach Voraussetzung

ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
stochastische Differentialgleichung
Zufallsvariable

Zufallsvektor
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